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摘  要: 自适应笛卡儿网格因其自适应性、正交性和可扩展性, 在仿真领域扮演着至关重要的角色. 首先对自适应笛

卡儿网格的理论基础进行全面的梳理, 包括网格分类、基于 GPU的并行网格构建算法、网格离散化方案以及微分算

子的模板设计等方面; 然后从静态模型和动态仿真 2 个维度, 对比分析不同类型网格在空间复杂度以及不同构建算

法在时间复杂度上的表现; 在非平衡网格构建中, 基于 GPU 的最大并行策略展现出显著效率优势, 然而为了生成平

衡网格, 后续必须执行的平衡细分过程计算开销较大 , 耗时为非平衡网格构建过程的 173.46%~356.09%, 显著地增

加了整体计算成本; 通过构建实际应用中的浅水波模拟、基于布尔运算的实体建模以及弹性体碰撞等多个实例 , 充分

展示了自适应笛卡儿网格的广泛适用性和巨大潜力; 最后对自适应笛卡儿网格技术的未来发展方向进行展望, 包括

算法优化和多物理场耦合的研究 , 以提高其效率和适用性; 同时指出潜在的研究路径和挑战 , 如算法的准确性和简

洁性. 
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Abstract: Adaptive Cartesian grids play a crucial role in simulation fields due to their adaptiveness, orthog-

onality, and scalability. This work first provides a comprehensive review of the theoretical foundation of 

adaptive Cartesian grids, including grid classification, GPU-based parallel grid construction algorithms, grid 

discretization schemes, and template design for differential operators. Then, from the perspectives of static 

models and dynamic simulations, it compares and analyzes the performance of different grid types in terms 

of spatial complexity and the time complexity of grid construction algorithms. In non-balanced grid genera-

tion, the GPU-based maximum parallel strategy demonstrates significant efficiency advantages. However, to 

generate a balanced grid, the subsequent refinement process incurs a substantial computational cost, with 
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execution time reaching 173.46% to 356.09% that of the non-balanced grid generation process, significantly 

increasing the overall computational overhead. Furthermore, this work demonstrates the broad applicability 

and great potential of adaptive Cartesian grids through a series of practical examples, including shallow wa-

ter wave simulation, Boolean operation-based solid modeling, and elastic collision simulations. Finally, this 

work outlines future directions for the development of adaptive Cartesian grid technology, including algo-

rithmic optimization and research on multiphysics coupling to enhance its efficiency and applicability. Po-

tential research paths and challenges are also discussed, such as improving algorithmic accuracy and sim-

plicity. 

Key words: adaptive Cartesian grid; grid modeling; physical simulation; GPU parallelism 

1  概  述 

基于物理的模拟仿真技术(简称为仿真 )广泛

应用于计算机辅助工程[1]、航空航天[2]、医学[3,4]、

虚拟现实[5]、影视特效[6]等领域. 网格作为仿真计

算的基础数据结构 , 其构建质量与效率是保证仿

真计算准确性与高效性的关键. 在仿真中, 网格的

应用主要包含 3方面: (1) 作为计算网格[7], 通过离

散化方法将偏微分方程转化为可求解的代数方程

组; (2) 作为辅助数据结构, 优化光线追踪等计算

密集型任务[8]; (3) 作为仿真场景中物体几何建模

的基础结构[9]. 为了在保证仿真精度的同时显著地

降低仿真任务的计算量 , 可动态地调整网格密度

的自适应网格被广泛使用[10].  

自适应笛卡儿网格是一种基于笛卡儿坐标系

排列 , 并根据需求动态调整局部网格分辨率的网

格结构, 如图 1b 所示. 与图 1a 所示的均匀网格相

比 , 自适应笛卡儿网格通过局部加密捕捉流场的

特征, 能够更灵活地适应流场中的变化 [10]. 通常 , 

自适应笛卡儿网格的构建基于树结构 , 基于 CPU

的算法从根节点出发 , 逐个递归细分不满足约束

的节点 , 但其效率受限于串行执行模式 . 随着

GPU 等并行计算硬件的飞速发展, 利用 GPU 大幅

度提高自适应网格生成的效率 , 成为近些年的研

究热点之一[11]. 直观的 GPU 构建算法虽然可以在

同一层次内并行生成所有节点 , 但层次之间仍然

保持串行[12]. 最大并行策略[13]的提出突破 GPU 算

法对层次的依赖性 , 实现了不同层级中间节点的

并行构建 . 然而 , 当网格需满足更多约束(如相邻

单元尺寸比例不得超过 2∶1)时, 必须对网格进行

局部加密或粗化 , 该过程可能引发非相邻单元的

调整, 形成全局依赖关系. 在GPU并行架构中, 这

类非局部依赖带来的全局内存访问需求与 SIMD 

(single instruction multiple data)特性产生冲突, 限

制了算法的并行性和效率 . 本文通过设计不同的

实验 , 对上述构建算法及过程进行深入对比和分

析. 

    

          a. 均匀网格      b. 自适应笛卡儿网格 

图 1  不同网格结构 

本文对近年来自适应笛卡儿网格领域的研究

进展进行系统地梳理, 从网格分类体系、构建方法

与离散方案等维度对理论基础与方法体系进行讨

论 . 本文基于静态模型与动态仿真场景的对比分

析, 揭示不同类型网格在空间效率上的差异, 以及

各类构建算法的时间开销特征; 针对 GPU 技术对

仿真效率的革新性影响, 重点探讨 GPU 加速的网

格构建算法之间的对比, 及其与 CPU 方案相比在

并行计算性能上的显著优势; 通过典型应用案例 , 

展示该技术在复杂几何建模与动态特征捕捉中的

实践价值 . 最后对自适应笛卡儿网格技术的未来

发展方向进行展望 , 并指出该领域可能的研究路

径和面临的挑战 . 本文对自适应笛卡儿网格相关

工作的分类梳理及应用展示结构如图 2所示.  
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图 2  本文工作的分类梳理及应用展示 

 

2  网格分类 

自适应笛卡儿网格的应用广泛 , 不同的应用

场景对网格的需求也不同. 例如, 流体等材料的仿

真要求网格铺满计算域且不重叠 ; 考虑到离散求

解的简洁性和准确性 , 有些应用会进一步要求计

算网格满足平衡约束; 在模型体素化应用中, 体素

网格只需要分布在沿模型边界的窄带区域[6,14]. 对

网格的不同需求衍生出不同种类的自适应笛卡儿

网格 , 下面结合应用对不同类型网格的实现方式

及其特点进行讨论.  

2.1  平衡约束 

很多应用[7,15-16]要求自适应笛卡儿网格表示的

计算域相对平滑 , 即相邻网格之间的尺寸没有急

剧的大小变化, 因此需要对网格施加 2∶1 平衡约

束, 该平衡约束要求相邻网格之间尺寸最多相差 2

倍, 其中, “相邻”网格包括共享面、边和顶点的网

格. 采用 Sundar 等[17]提出的按照顶点、边和面的

维度进行分类, 则分为 3类: (1) 2-平衡网格. 网格

中所有共享面的邻居满足 2∶1平衡约束; (2) 1-平

衡网格. 网格中所有共享面和边的邻居满足 2∶1

平衡约束; (3) 0-平衡网格. 网格中所有共享面、边

和顶点的邻居满足 2∶1 平衡约束. 类似地, 二维

空间中 , 1-平衡网格要求所有共享边的邻居满足

2∶1平衡约束, 0-平衡网格要求所有共享边和顶点

的邻居满足 2∶1平衡约束. 之后, Kim等[18]提出一

种略强于 2∶1 平衡条件的平衡约束, 被称为强平

衡约束, 以简化基于网格中心的插值过程. 强平衡

约束要求在基于八叉树的网格中 , 任一网格对应

的叶节点的同一深度邻居是叶节点或其子节点是

叶节点, 这里的“邻居”包括所有共享面、边和顶点

的网格 . 二维自适应笛卡儿网格从非平衡约束到

强平衡约束的过程如图 3所示: 首先基于种子网格

s构建初始非平衡网格(如图 3a所示), 此时相邻网
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格的尺寸没有任何约束 ; 然后通过细分与共享边

的邻居尺寸相差超过 2倍的网格(如红框网格所示), 

生成满足 1-平衡约束的网格(如图 3b 所示); 进一

步 , 细分与共享顶点邻居不满足平衡条件的网格

(如红框网格所示), 实现 0-平衡约束(如图 3c所示); 

为了满足强平衡约束(如图 3d 所示), 继续细分红

框内的网格, 因为这些网格的同一深度邻居(如蓝

框所示)不是叶节点, 且邻居节点的子节点(如黄框

所示)也不是叶节点. 图 4 所示为基于三维 Dragon

模型构建的不同类型平衡网格的二维截面图.  

         

               a. 非平衡                b. 1-平衡                c. 0-平衡               d. 强平衡 

图 3  不同平衡约束下二维自适应笛卡儿网格 

 

     
a. Dragon模型                  b. 非平衡                   c. 2-平衡 

      

                         d. 1-平衡                   e. 0-平衡                   f. 强平衡 

图 4  不同平衡约束下自适应笛卡儿网格截面图 

施加平衡约束的自适应笛卡儿网格称为平衡

网格(也被称为等级网格), 该网格为方程的离散求

解提供了一系列有利条件: 简化了插值、微分、邻

域查找以及许多其他操作 ; 在更高精度要求的应

用中, 有助于实施更复杂的离散化方案, 并减少不

同细化级别区域边界处的数值不稳定性问题.  

2.2  自适应网格加密 

自适应网格加密 (adaptive mesh refinement, 

AMR)[19]是一种动态调整网格密度的数值方法, 旨

在以最小计算成本实现高精度流场解析 . 该方法

最初由 Berger 等[20]提出, 用于求解一维和二维双

曲问题. 笛卡儿网格 AMR 可以分为块自适应与单

元自适应 2 类. 块 AMR[21]通过局部细化规则的结

构化网格块实现(如图 5a 所示), 核心是将待加密

区域定义为规则的立方体块 , 采用多层嵌套网格

结构既保留结构化网格的相邻关系简单、高阶算法

兼容性等优势 , 又能显著地减少计算量并提升并

行效率 . 单元 AMR[2]则基于流场特征(如压力梯

度、速度梯度或地形高度场)构造加密准则, 对不

满足阈值的单元递归细分(如图 5b 所示), 其优势

在于直接针对物理量变化剧烈的单个单元操作 , 

支持灵活且高分辨率的局部加密.  

单元 AMR通过制定不同的加密准则更灵活地

追踪流场的细节 . 陈祎等 [22]在模拟车身周围复杂

流场的过程中, 将总压力场的梯度、散度运算结果

作为加密准则 ; 陈浩等 [23]采用贴体网格和自适应

笛卡儿网格重叠方法模拟三段翼绕流问题时 , 将

重叠区网格尺寸比例系数作为网格加密准则 , 实
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现背景笛卡儿网格的自适应加密. 块 AMR 具备的

块结构化特点可以更好地与多重网格求解器等结

合, 在应用中结合实际的问题选择合适的方法. 肖

中云等 [21]采用重叠网格方法模拟旋翼尾涡 , 其中, 

背景笛卡儿网格采用块 AMR; Vanella等[24]采用块

AMR 策略求解不可压层流和湍流, 在不同空间分

辨率的层次子网格进行单块求解, 其中, 每个子网

格块都具有块结构化特征.  

  
            a. 块                 b. 单元 

图 5  AMR 

2.3  网格编辑技术 

自适应笛卡儿网格构建过程中可以根据需要

对网格进行编辑, 常用的编辑方法包括 r型和 h型. 

h 型通过将现有单元拆分成更小的单元网格, 或者

将现有单元合并成更大的单元网格实现对网格的

编辑 , 基于八叉树的自适应笛卡儿网格就是典型

的 h 型自适应数据结构. r 型在不改变网格拓扑结

构的情况下 , 通过移动网格边界满足网格的自适

应需求 . 实际应用中 , 还可以通过调整数值格式

(如多项式次数 [25])而不是编辑网格获得自适应的

精度, 被称为 p型自适应. 由于 p型自适应不涉及

网格编辑, 因此本文不进行详细介绍, 相关研究可

参考文献[25]. 

Zhu等[26]采用 r型自适应方法提出一种远场网

格数据结构, 如图 6a 所示, 从一个统一笛卡儿网

格构成的兴趣域出发(如蓝框区域所示), 在每个维

度上动态地移动网格线以生成拉伸单元 ; 拉伸单

元被组织成不同的层次 , 每个层次上的单元边长

是前一层次单元边长的 2倍; 为了高效地查找任意

点所在的单元 , 提出一种将均匀网格单元对应的

远场网格单元信息预先计算并存储在数组中 , 便

于在模拟过程中快速访问的优化方法. Omella等[27]

提出一种深度神经网络(deep neural network, DNN)

方法构建 r 型自适应网格, 给定一个初始网格, 该

方法可以提供最优的节点位置, 构建一个最优的 r

型自适应网格 , 并在该数据结构上求解偏微分方

程. 针对椭圆问题, 图 6b 和图 6c 所示为基于 8×8

和 32×32的初始网格构建的 r自适应网格, 可以看

出, 在梯度变化剧烈的区域网格更精细.  

   
a. 基于蓝框内的兴趣域构造的 r型自适应网格[26] b. 8×8的 r型自适应网格[27] c. 32×32的 r型自适应网格[27] 

图 6  r型自适应网格 

 

2.4  空间数据结构 

自适应笛卡儿网格蕴含的空间划分思想经常

被运用到加速优化中 . 用于加速优化的空间数据

结构包括八叉树(二维中是四叉树)、层次包围盒

(bounding volume hierachy, BVH)结构 , BSP tree 

(binary space partitioning tree)和 kd tree等, 它们通

常作为加速辅助结构用于光线追踪 [28]、碰撞检测
[29]、体素化[30-31]和基于粒子的仿真[32]等场景. 八叉

树的基本思想是每个节点的对应空间被分为 8 个

相等的子空间. BVH通常也是树状空间结构, 其每

个节点对应一个包围盒 , 常用的包围盒类型有轴

对齐包围盒、有向包围盒和包围球等 [33]. BSP tree

是一种二叉树, 其每个节点表示一个有向超平面 , 

将空间划分为 2 部分[34]. kd tree 也是一棵二叉树, 

其每个节点对应一个垂直于坐标轴的超平面 , 该

超平面将空间分为 2部分[35]. 实际上, kd tree是轴

对齐的 BSP tree. 

空间数据结构的质量和构建速度之间的权衡

取决于不同的应用. 例如, 在光线追踪计算[8]中可

能涉及数百万条光线与空间物体的相交计算 , 而

高质量的空间数据结构为查询过程带来收益 , 因

此 Goldsmith 等[36]提出的表面面积启发式(surface 

area heuristic, SAH)被认为是评价数据结构划分质

量的标准方法 ; 在物理仿真的宽阶段碰撞检测 [37]

中, 由于需在每个时间步长重建空间数据结构, 因

此构建效率更重要 . 还有一些工作努力在数据结

构的质量和构建速度之间取得平衡. Zhou 等[38]在

构建 kd tree 时, 对处于上层的大节点使用中值分
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割等低成本的方法确定分割平面 , 在靠近树底部

的小节点上采用精确的方法确定分割平面 ; Gar-

anzha 等[39]和 Pantaleoni 等[40]在构建 BVH 结构时, 

对根节点附近数量相对较少的节点使用高质量的

划分算法 , 而对树的其余部分使用快速的划分算

法.  

3  网格构建 

高效地构建自适应笛卡儿网格是计算网格或

加速数据结构的关键. 近年来, 针对百万级单元网

格的实时生成需求, GPU 并行构建方法不断涌现. 

首先梳理主流并行构建方法 , 然后重点探讨平衡

约束引入对网格生成提出的新挑战与技术应对策

略. 

3.1  线性化 BVH 的并行构建 

自适应笛卡儿网格通常基于树结构 , 常见的

构建算法包括自上而下 [38,41]和自下而上 [12,42]这 2

类. 自上而下方法从根节点出发, 递归地细分不满

足约束的节点, 直至达到终止条件或最大树深; 自

下而上方法则从底层节点逐层聚合 , 直至形成完

整的树结构. 2种策略的常规 GPU并行实现均采用

逐层生成方式, 即在各层内部并行地处理节点; 然

而, 这种实现方式存在层次间强依赖性: 每层节点

的生成必须等待其父节点或子节点处理完成 , 导

致靠近根节点时大量线程闲置 , 显著地降低了并

行资源利用率.  

Lauterbach 等[41]首先提出线性 BVH, 为每个

基础单元分配一个莫顿码 , 按莫顿码对基础单元

进行排序, 将基础单元“线性化”为一维数组; 然后

按照莫顿码不同的比特位递归分裂 , 生成一个树

结构, 其中, 每个子树都对应有序基础单元中的一

段线性区间 . 按照这一思想构建的树结构被称为

二叉基树 [13]. 二叉基树具有以下性质: (1) 没有链

结构, 具有 n个叶节点的二叉基树包含 ( )1n− 个中

间节点; (2) 叶节点有序且不重复, 保证每个中间

节点对应叶节点的线性区间  ,i j , 每个叶节点都

是某一中间节点对应线性区间的左端点或者右端

点 ; (3) 中 间 节 点  ,i j 线 性 区 间 内 的 任 意

 , ,i j i j  有 ( ) ( ), ,i j i j   ≥ , 其中 ,  表示线性

区间内叶节点的最长公共前缀的长度; (4) 中间节

点  ,i j 根据 ( ),i j 后第 1个不同的比特位分裂为 2

个节点 , 分别对应  ,i k 和  1,k j+ , 其中 , k 表示

分 裂 位 置 且 有 如 下 性 质 ( ) ( ), 1 ,k k i j + = , 

( ) ( ), ,i k i j  和 ( ) ( )1, ,k j i j +  . 

如图 7a 所示为一个具有 8 个叶节点的二叉基

树, 有 7 个中间节点. 二叉基树的根节点对应全部

叶节点  0,7 , 且有 ( )0,7 0 = . 由于节点 3 和节点

4 的第 1 个比特位不同, 因此根节点从此处分裂为

2 个孩子节点 , 分别对应  0,3 和  4,7 , 且有

( ) ( )3,4 0,7 = , ( ) ( )0,3 2 0,7 =  和

( ) ( )4,7 1 0,7 =  . 

 
a. 二叉基树 

 
b. a的并行构建 

图 7  二叉基树及其并行构建过程[13] 

Karras 等[13]提出最大并行策略构造二叉基树. 

图 7b中, 基于二叉基树的性质 2可知, 对于任意一

个叶节点 , 只需要找到以该节点为端点的线性区

间, 就可以构建出该区间对应的中间节点. 基于二

叉基树性质 1分配 ( )1n− 个线程, 每个线程从对应

的叶节点开始, 基于二叉基树性质 3和二叉基树性

质 4 执行以下操作: (1) 确定叶节点为线性区间的

左端点还是右端点, 如果是左端点则向右搜索, 如

果是右端点则向左搜索; (2) 继续搜索确定线性区

间的另一端点, 构建该线性区间对应的中间节点 ; 

(3) 查找该区间的分裂位置, 找到该节点的孩子节

点.  

基于二叉基树, 可以进一步构建 BVH、八叉

树和 kd tree 等数据结构[13]. 对于八叉树, 二叉基

树中满足 child parent3 3 0  −      的那些节点为八
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叉树中的节点 , 只需要将这些节点保存并基于二

叉基树构建出父子关系, 即可完成八叉树的构建 . 

Chen等[29]提出一种基于GPU加速的自适应距离场

构建方法 , 利用上述完全并行的二叉基树生成一

个基于八叉树的自适应距离场 , 然后利用连续帧

之间的相关性和对八叉树节点的排序加速距离查

询; 值得注意的是, 这样构建的八叉树是有“洞”的, 

构建能够铺满整个空间的八叉树还需要额外的操

作.  

3.2  平衡网格的并行构建 

基于树结构的自适应笛卡儿网格构建算法不

能生成满足平衡约束的网格结构 . 下面对平衡网

格并行构建算法的相关研究进行总结和分析 , 包

括基于分布式存储设备的方法 [17,43-44]和基于 GPU

的方法[11].  

平衡网格并行构建的难点是“涟漪效应”: 一

个节点的细分可能导致一系列节点的细分 , 即使

这个节点不与细分的节点直接相邻. 所以, 平衡细

分本质上是一个迭代过程 , 这无疑为算法的并行

实现带来了困难. Sundar等[17]观察到, 涟漪的影响

是在有限的区域内. 对于任意节点 n , 其同一层的

所有潜在邻居节点组成该节点的隔离层 ( )I n , 其

外任何节点的细分都不能迫使节点 n细分 ; 同理, 

节点 n细分也不能迫使隔离层 ( )I n 外的节点细分. 

图 8 中, 虚线所示的节点组成了节点 a的隔离层

( )I a , 隔离层外节点 b的细分不会对节点 a产生

影响.  

   

 a. 节点 a的隔离层 ( )I a           b. 节点 b细分 

图 8  平衡网格的隔离层 

Sundar 等[17]基于分布式存储设备提出 2 种算

法, 一个是从一系列点构建完整的线性八叉树, 另

一个是在完整线性八叉树上执行 2∶1 平衡约束 . 

在平衡约束问题中 , 基于上述观察提出两阶段均

衡策略: 第 1阶段在各处理器内进行局部均衡; 第

2 阶段平衡处理器间的边界, 避免迭代通信. Isaac

等[44]提出一种通过判断任意 2 个给定的节点是否

保持一致的距离或大小关系以减少通信开销的方

法. 最近, Wang等[11]指出, Sundar等虽然在局部平

衡过程中依赖哈希表减少节点的重复获得最佳性

能, 但是在具有大规模并行性的 GPU 硬件上缺乏

高效且线程安全的哈希结构; 提出 Sundar 等方法

的GPU并行实现, 其中利用GPU硬件的多种优化, 

如使用共享内存等 , 在不依赖任何哈希表结构的

情况下实现了有效的树构建和平衡.  

现有的平衡网格的并行构建算法普遍基于如

下步骤实现: 首先构建一个完整的线性八叉树, 然

后进行平衡细分. 其中, 平衡细分过程中依然需要

按顺序逐层实现, 限制了算法在 GPU 上的并行效

率.  

4  网格离散 

在流体仿真和水平集方法的应用中 , 首先要

利用数值网格对计算域进行离散化处理 . 在自适

应笛卡儿网格的框架下, 数据存储方式多样, 包括

网格中心、网格顶点或网格面等不同方案 [18], 每种

存储方案都对应特定的插值方法和算子模板 , 可

以根据具体问题的性质和需求选择最合适的方法. 

在水平集方法中 , 通常只需关注单一物理量的离

散化和插值, 如距离场[45]. 然而在流体仿真中, 往

往需要同时处理速度场、压力场等多个物理数据, 

此时必须考虑这些场数据之间的耦合效应 . 下面

详细探讨单一场数据和多场数据的存储方案、离散

化方法和插值策略. 

4.1  单一场数据 

通常 , 单一物理场存储在网格中心或者网格

顶点 . 网格顶点采样可以简化插值和算子的离散

过程 [46]. 网格中心点采样无需记录网格到网格顶

点的索引, 避免额外的开销, 而且中心采样有利于

实现多分辨率网格之间的插值 [18].   

4.1.1  顶点采样 

存储在网格顶点的数据可以自然地选择双线

性插值方案(在三维中是三线性插值方案)[47]. 如图

9b 所示 , 对于二维网格  
2

0,1C = 中的任意一点

( ),x y C , 采用双线性插值可以得到该点的值

( ),x y 为  

( ) ( )( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

, 0,0 1 1 0,1 1

1,0 1 1,1 ;

x y x y x y

x y xy

  

 

= − − + − +

− +
 

其中, ( ),x y 表示水平集函数在 ( ),x y 点的值. 考

虑到双性插值方案对取值不连续问题过于敏感 , 
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Min等[48]提出通过二阶导数修正上述插值的方案 

( ) ( )( )( ) ( )( )

( )( ) ( )
( ) ( )

, 0,0 1 1 0,1 1

1 1
  1,0 1 1,1 ;

2 2
xx yy

x y x y x y

x x y y
y xy

  

   

= − − + − +

− −
− + − −

 

其中,  

( )
( )

( )
( )

vertices vertices

 .min minxx xx v yy yy v
v C v C

D D   
 

= =  

由于通常存储的物理场(如距离场)都是分段可微

的 , 因此选择绝对值最小的导数可以提高插值的

数值稳定性.  

          
a. 悬挂点                          b. 顶点采样                  c. 中心采样 

图 9  单一场数据 

 

在自适应笛卡儿网格结构中 , 构建算子模板

的主要困难是悬挂点 , 这些点往往在某些方向缺

少邻居 . 解决该问题常使用的策略是为悬挂点构

建虚拟的邻居节点[49], 如图 9a 所示, 具有三阶精

度的虚节点的值 G
4 为[48]  

( ) G 5 6 6 5 5 6 2 0 3 0
4

5 6 2 3 2 3

, .
s s s s

x y
s s s s s s

     
 

 + − −
= = − + 

+ +  

 

有了虚节点后 , 可以采取与规则网格相同的方式

处理悬挂点, 根据标准中心有限差分格式, 可以计

算 X方向的一阶导数和二阶导数为  

G
4 0 0 11 4

0
4 1 4 1 1 4

G
4 0 0 1

0
4 1 4 1 1 4

D

.
2 2

D

x

xx

s s

s s s s s s

s s s s s s

   


   


 − −
=  + 

+ +


− −
=  −  + +

 

 

4.1.2  中心采样 

当物理场存储在网格中心或者网格面中心时, 

Losasso 等[50]首先将值平均到网格顶点上, 然后采

用上述双线性或三线性方法进行插值 , 但这无疑

会带来数值耗散[51]; 针对此问题, Setaluri 等[51]提

出了改进方案 : 在将网格中心或者网格面中心的

值平均到网格顶点这一操作的基础上 , 对每个网

格顶点上来自不同分辨率网格的值进行加权 , 其

中, 权重与网格尺寸成反比; 然后根据网格中心点

和网格顶点的值进行插值  

( ) ( )( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )  c

, 0,0 1 1 0,1 1

  1,0 1 + 1,1 +2 min ,1 , ,1 ;

x y x y x y

x y xy x x y y

  

  

= − − + − +

−  − −

 

其中 , 
I

c c c  = − , c 表示网格中心点的值 , 

( ) ( ) ( ) ( )( )I
c 0,0 0,1 1,0 1,1 4    = + + + . 当 点

( ),x y 位于网格中心时, ( ) c,x y = .  

Kim 等 [18]基于强平衡约束网格 , 对存储在网

格中心的数据构建了连续的插值方案 . 在插值过

程中, 先找到包含样本点的轴对齐插值盒, 计算插

值盒顶点的值 ; 然后通过双线性或者三线性插值

得到样本点的值. 如图 9c 所示, 对点 p进行插值

时, 首先将蓝色矩形按黑色虚线分割, 通过比较点

p和虚线的坐标确定包含点 p的插值盒; 然后在

这个插值盒中进行双线性插值, 其中, 插值盒顶点

的值是网格中心值的加权和. Kim等[18]通过施加强

平衡约束 , 将局部连通类型的数量限制在很小的

范围内(四叉树为 5种, 八叉树为 21种), 然后通过

预先计算插值的权重提高插值的性能.  

4.2  多场数据耦合 

在不可压缩 Navier-Stokes 方程的数值求解中, 

多物理场离散常采用交错网格 (marker and cell, 

MAC)方案. 该方法由 Harlow等[52]于 1965年提出, 

将压力场置于网格中心 , 速度场存储于网格面中

心, 这种空间解耦策略通过分离变量存储位置, 有

效地抑制了压力-速度与节点插值引发的振荡不稳

定现象 [53], 但需要布置大量标记点 , 计算量庞大 . 

近年来, 研究人员提出了多种存储方案, 同时, 算

子模板的优化进一步提升了计算效率和精度. 

4.2.1  存储方案 

图 10 所示为 4 种不同的存储方案, 每种方案

都有其特点和优势. 图 10a 所示为 MAC 布局, 投

影步骤通过速度场在无散度空间上的正交投影实
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施无散度约束, 算子的解析性质被保留, 因此MAC

方案一直被认为是流体仿真中求解不可压缩 NS方

程的理想选择. Gómez等[54]提出一种交错布局, 其

是基于 0-平衡网格, 压力存储在网格顶点, 速度存

储在网格面片, 如图 10b所示, 该布局保证压力梯

度和速度的自然对齐, 简化有限差分算子的构造 , 

提高了计算精度; 并基于这种布局提出 3种离散化

方法 , 提供了不同级别的准确性和复杂性 ; 如图

10c所示, Arakawa等[55]提出 Arakawa B 网格布局, 

速度场存储在网格顶点, 压力场存储在网格中心 , 

允许对流和扩散项使用紧凑的模板进行离散 , 并

且具有一致的截断误差. Blomquist 等[56]提出将压

力和速度均存储在网格顶点, 如图 10d 所示, 这种

存储方案简单直观 , 不需要多种数据结构和求解

器, 而且可以使用紧凑模板实现二阶有限差分.  

  

       a. MAC布局[52]             b. 交错布局[54] 

  

     c. Arakawa B布局[55]          d. 节点布局[56] 

图 10  4种速度压强耦合存储方案 

4.2.2  算子模板 

为了实现流体的不可压缩性 , 通常需要求解

压力泊松方程 

t
p u




  =               (1) 

其中, t 表示仿真时间步长,  表示流体密度场 , 

p表示流体压强场, u表示流体速度场. 通过离散

式(1)中的梯度算子、散度算子和拉普拉斯算子可

以将其转化为线性系统 , 求解出满足不可压缩条

件的压力场. 与均匀网格相比, 采用自适应笛卡儿

网格离散求解会引入悬挂点 , 而在这些悬挂点处

不能直接应用标准的中心有限差分/体积模板, 因

此如何保持数值解和梯度的二阶精度是一个挑战. 

Popinet[57]基于 0-平衡网格, 通过插值构建缺失值, 

实现数值解的二阶精度. 如图 11a 所示, 通过使用

三点二次插值模板 (绿色点和蓝色点)构建出缺失

值(黑色点), 得到二阶精度的梯度值 yp ; 但是, 在

插值过程中需要使用线性插值 (如黄色点)恢复必

要的数据来完成二次插值 , 线性插值的存在将计

算梯度的精度在局部降低到一阶. 如图 11b 所示, 

Losasso等[50]基于非平衡网格采用不准确的梯度估

计保证矩阵系统的对称正定性 , 实现数值解的一

阶精度; 之后, Losasso 等[58]在细单元网格也使用

粗单元网格的压力梯度 , 使无散度投影后的细单

元网格与粗单元网格保持相同的速度 , 该方案在

保证系数矩阵的对称正定性的同时实现了数值解

的二阶精度 . Lee 等 [59]通过严格分析 , 证明了

Losasso 等提出的 2 种方法的数值解的收敛阶数与

梯度的收敛阶数相差 1/2, 而不是通常预期的 1, 

即证明了 Losasso 等提出的方法的有效性 . 但是, 

Losasso 等提出的方法不能保证数值解的梯度具有

二阶精度. 在各种应用中, 保证梯度的准确性也是

很重要的, 如完成上述压力泊松方程的求解后, 压

力梯度被用来更新流体的速度场 . Batty[60]提出一

种基于非平衡网格的有限体积离散化方法 , 实现

了数值解和梯度的二阶精度, 如图 11c 所示, 通过

沿对角线采用三点二次插值 (绿色点)构建出缺失

值(黑色点), 实现全局一致的二阶精度. 

   

   a. Popinet[57]      b. Losasso等[50,58]      c. Batty[60] 

图 11  3种算子模板 

5  实验与应用 

通过实验 , 对上文提到的网格类型以及基于

CPU 和 GPU 的网格构建算法进行对比和分析, 包

括静态对比和基于场景的动态对比 . 本节中的算

法均是基于开源的物理仿真引擎 PeriDyno
①实现. 

实验平台为 Intel Xeon W2245 CPU, 64 GB RAM, 

                    

① https://github.com/peridyno/peridyno 
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24 GB内存的 NVIDIA GeForce RTX 3090 GPU 的

PC上进行. 

5.1  基于常见模型的对比 

与均匀网格相比 , 自适应笛卡儿网格结构的

优势是显著地降低计算的空间复杂度 . 在不同平

衡约束条件下, 对图 12 所示的 6 种常见模型的自

适应网格的单元数目 , 以及尺度相当的均匀网格

的单元数目进行统计, 结果如表 1 所示. 其中, 树

深表示基于树结构构建的自适应网格的层次数目. 

可以看出, 在尺度相当的情况下, 均匀网格的空间

开销是强平衡约束下自适应网格的 590%~3 314%, 

充分体现了自适应网格在空间利用效率方面的显

著优势. 从图 4和表 1可以看出, 随着约束条件的

增强, 网格的数目也随之增多. 图 13a 所示为网格

数目随约束条件的变化趋势. 表 1中还统计了平衡

网格与非平衡网格的百分比 , 定义 0R , 1R , 2R , 

3R ; 其中, 0R 表示 0-平衡与非平衡网格的百分比, 

1R 表示 1-平衡与非平衡网格的百分比, 2R 表示 2-

平衡与非平衡网格的百分比 , 3R 表示强平衡与非

平衡网格的百分比 . 另外 , 定义 4R , 表示均匀网

格与强平衡网格的百分比. 可以看出, 与非平衡网

格相比, 2-平衡约束使网格数目增加 11%~13%, 1-

平衡网格数目增加 17%~20%, 0-平衡网格数目增

加 19%~22%, 强平衡网格数目增加 37%~45%.  

 
         a. Sphere          b. Bunny          c. Kitten        d. Armadillo        e. Dragon          f. Budda 

图 12  6种常见模型及其自适应笛卡儿网格截面 

表 1  不同平衡约束下 6 种网格的空间开销对比 

模型 树深 非平衡 2-平衡 2R  1-平衡 1R  0-平衡 0R  

Sphere 7 97 224 109 768 112.90 115 200 118.49 117 412 120.76 

Bunny 8 386 086 434 869 112.64 457 087 118.39 464 836 120.40 

Kitten 9 1 512 995 1 705 439 112.72 1 803 691 119.21 1 844 529 121.91 

Armadillo 9 1 867 937 2 098 510 112.34 2 214 864 118.57 2 256 346 120.79 

Dragon 10 4 573 353 5 121 236 111.98 5 382 210 117.69 5 480 014 119.82 

Budda 10 5 691 883 6 404 028 112.51 6 687 101 117.48 6 781 048 119.14 

模型 树深 非平衡 强平衡 3R  均匀网格 4R    

Sphere 7 97 224 140 624 144.64 830 584  590.64   

Bunny 8 386 086 547 156 141.72 6 487 677 1185.71   

Kitten 9 1 512 995 2 169 553 143.39 38 175 216 1759.59   

Armadillo 9 1 867 937 2 635 501 141.09 87 316 704 3313.10   

Dragon 10 4 573 353 6 344 346 138.72 140 877 990 2220.53   

Budda 10 5 691 883 7 810 475 137.22 150 959 012 1932.78   

 

 
a. 6个模型的空间开销对比 

 
b. 3种构建算法的时间开销对比 

图 13  空间开销和时间开销对比 

为了评估 CPU与 GPU架构下不同网格构建算
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法的效率差异, 本文实现了 3种构建算法并统计其

时间开销, 结果如表 2 所示. 其中, CPU 方法采用

自上而下方法 [41]递归细分网格 ; 自下而上方法基

于 Zhou 等方法[12]实现; 最大并行方法基于 Karras

等方法 [13]实现 , 其耗时包括二叉基树的构建时间

1T 和补足缺失网格的时间 2T , 2个阶段的总耗时为

all 1 2T T T= + ; 平衡方法则基于 Teunissen 等方法[61]

实现, 逐层细分不满足平衡约束的节点 . 同时, 定

义 5R , 6R , 7R ; 5R 表示自上而下方法与 CPU 方

法的百分比, 6R 表示平衡方法与最大并行方法 allT

的百分比, 7R 表示最大并行方法 allT 与自下而上方

法的百分比. 特别地, 由于 Karras方法生成的基于

八叉树(二维中是四叉树)的自适应网格存在孔洞 , 

本文在原始方法的基础上增加了网格补全模块 , 

确保不同策略生成网格的完整性一致. 图 14 所示

为补足缺失网格前后的网格结构. 图 14a 和图 14c

中, 基于 Karras 等方法[13]构建的四叉树的叶节点

均为输入的种子点(深蓝色), 该结构通常作为辅助

数据结构[62]; 图 14b和图 14d中, 首先为每个节点

生成其兄弟节点, 然后去除重复的节点, 即可补足

缺失的叶节点(浅蓝色), 自适应网格结构可以铺满

整个计算域 , 该结构通常作为计算网格用于求解

偏微分方程 [51]. 对于平衡约束 , 本文以 1-平衡为

例 , 对该条件下逐层实现平衡细化所需的时间开

销进行统计, 图 13b 所示为随着模型越来越复杂, 

不同构建方法时间开销的变化趋势. 从表 2 和图

13b可以看出, 与基于 CPU的方法相比, 自下而上

方法的时间开销降低到 2.45%~7.79%; 与自下而

上方法相比 , 最大并行方法的时间开销进一步降

低到 13.80%~23.18%. 构建平衡网格的过程中, 需

要在使用最大并行方法生成非平衡网格之后 , 进

一步执行额外的平衡细分操作 , 该平衡细分阶段

的耗时为采用最大并行方法生成非平衡网格过程

的 173.46%~356.09%.  

表 2  4 种构建算法的时间开销对比 

模型 顶点数 面片数 树深 CPU方法[41]/ms 自下而上方法[12]/ms 5R  平衡方法 [61]/ms 6R  

Sphere 9 002 18 000 7  125.00   9.74 7.79 4.07 292.81 

Bunny 34 834 69 664 8  453.00  15.88 3.51 7.31 216.27 

Kitten 137 098 274 196 9 1 438.00  39.25 2.73 15.46 178.11 

Armadillo 172 974 345 944 9 2 250.00  58.68 2.61 23.59 173.46 

Dragon 434 856 869 928 10 6 375.00 155.99 2.45 66.44 308.74 

Budda 543 652 1 087 716 10 6 734.00 261.02 3.88 193.00 356.09 

模型 顶点数 面片数 树深 
最大并行方法[13]/ms 

7R   
1T  2T  allT  

Sphere 9 002 18 000 7  0.79  0.60 1.39 14.27  

Bunny 34 834 69 664 8  2.04  1.34 3.38 21.28  

Kitten 137 098 274 196 9  6.64  2.04 8.68 22.11  

Armadillo 172 974 345 944 9  8.93  4.67 13.60 23.18  

Dragon 434 856 869 928 10 15.67  5.85 21.52 13.80  

Budda 543 652 1 087 716 10 35.72 18.48 54.20 20.76  

 

  
a. 四叉树                 b. 补足缺失网格后的四叉树                 c. a的网格            d. b的网格 

图 14  补足 Karras等方法[13]构建的网格结构 

 

5.2  基于场景的对比 

以光滑粒子流体动力学(smoothed particle hy-

drodynamics, SPH)方法为代表的无网格粒子方法 , 

是实现流体、弹塑性固体等材料的重要且基础的方

法之一 [63-64], 具有能量耗散小 [65]、易于划分边界
[66-68]、易于保证体积与质量守恒 [69]、易于处理材
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料剧烈形变和碎裂 [70-73]等诸多优势 . 尽管无网格

粒子法无需处理材料的拓扑网格 , 但其邻域查找

计算(即查找每个粒子的邻近粒子)的过程中仍然

会使用网格结构以保证计算效率[74]. 图 15 所示为

借助笛卡儿网格实现粒子邻域查找的过程 . 可以

看出, 有了网格结构后, 只需查找每个粒子邻近网

格内的粒子, 无需遍历仿真域内全部的粒子.  

 

  

图 15  借助笛卡儿网格实现粒子的邻域查找 

图 16所示为基于 SPH方法[75]搭建的流体仿真

测试场景中不同时刻粒子的飞溅情况, 其中, 粒子

数目为 826 281; 该场景可采用不同的数据结构实

现邻域查找, 包括均匀网格、八叉树和 BVH等, 如

图 17所示; 图 18所示为该场景下, 不同时刻均匀

网格和自适应网格的空间开销和时间开销, 图 18a

中, 自适应网格结构选取的是八叉树 , 图 18b 中, 

自适应网格结构选取的是 BVH. 从图 16 和图 18a

可以看出, 随着仿真的进行, 粒子飞溅的范围逐渐

扩大, 涉及的计算域范围也相应增大, 均匀网格的

数目急剧增加 , 但自适应网格的数目只呈现出轻

微增长; 从图 18b可以看出, 自适应结构需要花费

更多的时间构建. 综上所述, 均匀网格和自适应网

格各有优势, 在小空间范围内, 可以使用均匀网格

计算求解 , 而在较大问题域中进行流体仿真计算

时 , 使用自适应数据结构能够显著地降低计算的

空间开销.  

  
         a. 0.10 s                   b. 0.15 s 

  
         c. 0.20 s                   d. 0.25 s 

图 16  不同时刻粒子的飞溅情况 

  

     a. 邻域查找场景              b. 均匀网格 

  

        c. 八叉树                   d. BVH 

图 17  用于邻域查找的不同数据结构的截面图 

  
a. 空间开销                b. 时间开销   

 
图 18  基于测试场景的空间开销和时间开销 

5.3  更多应用 

5.3.1  浅水波仿真 

在欧拉视角方法的流体仿真中 , 流场通常被

离散到笛卡儿网格中 , 并通过合适的方法 (如

LBM、投影法等)求解对应的方程(如 NS方程、浅

水波方程等), 以更新网格中的流场 . 按照网格的

类型, 可以将这些方法分为 3 类: (1) 基于单一自

适应网格结构 . 这种情况下需要解决悬空节点的

处理[15]; (2) 基于重叠网格结构. 这种情况下通常

采用贴体网格追踪物体表面的流场细节 , 采用自

适应笛卡儿网格作为背景网格求解[76]; (3) 自适应

网格与其他方法结合 . 如网格与粒子结合的代表

性方法 PIC(particle in cell)[77]和 MPM(material 

point method)[78]等.  

本文以求解浅水波方程为例 , 展示基于自适

应笛卡儿网格的海洋仿真的流程和效果, 如图 19

所示 . 浅水波方程是描述浅水环境中流体运动的

方程, 被广泛应用于台风、海啸、溃坝等现象的模
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拟和预测. 在不考虑摩擦力和黏性的情况下, 浅水

波方程[79]可以简化为  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

0;

;
2

= .
2

h
hu hv

t x y

hu s
hu huv gh

t x y x

hv s
hv huv gh

t x y y

  
+ + =

  

    
+ + = −      

    
+ + −      

 

其中, h表示水高; ,u v分别表示 X和 Y 方向的水

流速度; s表示水面垂直坐标, 即坡底高程 d 和水

高 h之和 s h d= + . 如图 19a 所示, 计算域被离散

为 1-平衡网格, 海岛陆地与水面的交界区域为精

细网格, 远离交界区域为粗糙网格. 为了保证求解

的稳定性和准确性 , 本文采用二阶中心迎风格式
[80]对浅水波方程进行离散求解. 图 19b~图 19c 所

示为通过施加沿箭头方向的风力 , 使得海水涌向

海岛, 浸没海岛的部分海岸的过程; 图 19c~图 19d

所示为撤销风力后海水回流 , 海面波浪扩散的过

程.   

    

    a. 自适应笛卡儿网格              b. 施加风力               c. 海水浸没海岸               d. 撤销风力 

图 19  浅水波方程模拟风力影响下海岛附近海水的运动 

 

5.3.2  构造实体几何 

构造实体几何 (constructive solid geometry, 

CSG)通过布尔运算对几何对象进行组合 , 构造复

杂的实体模型, 为物理仿真提供几何基础. 基于均

匀体网格存储的有向距离场(signed distance field, 

SDF)进行布尔运算具有鲁棒性和高效性等优点 , 

可以有效支持 CSG 操作. 然而, 基于均匀网格的

SDF 通常占用大量的存储空间, 在一定程度上限

制了其应用范围; 相比之下, 自适应笛卡儿网格凭

借其灵活的分辨率调整能力 , 能够显著优化存储

效率, 无疑是更加理想的选择. 下面通过具体样例, 

展示基于自适应笛卡儿网格存储的 SDF 进行 CSG

操作, 构造复杂模型的全过程. 

基于自适应笛卡儿网格 , 本文采用快速迭代

方法(fast iterative method, FIM)[81]求解程函方程

(Eikonal equation)[82], 得到全局的 SDF  

( ) 1;x =  

其中, ( )x 为有向距离函数, 表示网格中心点到计

算域的距离, 其在计算域外为正值, 计算域内为负

值, 边界上为 0. 然后按照解析定义[83]对 SDF进行

布尔运算: 

(1) 并集 

( )3 1 2 1 2min ,    = = ; 

(2) 交集 

( )3 1 2 1 2& max ,    = = ; 

(3) 差集 

( )3 1 2 1 2\ &    = = − . 

最后采用经典的等值面提取(marching cubes, MC)

算法[84]重建模型表面. 图 20 所示为基于自适应笛

卡儿网格取并集和差集 , 构建完整的小黄鸭模型

的过程. 从图 20a 主体模型出发, 通过取并集可以

为小黄鸭添加头发(如图 20b 所示); 然后通过差集

操作构造出放置眼睛和嘴巴的凹槽 (如图 20c 所

示); 最后将眼睛和嘴巴添加到对应的凹槽里 , 即
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可得到最终的小黄鸭模型(如图 20d所示); 图 20e~

图 20h 所示为并集和差集操作为自适应网格结构

带来的变化. 

             

        a. 小黄鸭主体           b. 取并集后的模型           c. 取差集后的模型           d. 小黄鸭的完整模型 

    

      e. a的自适应网格          f. b的自适应网格          g. c的自适应网格(嘴巴)         h. d的自适应网格(眼睛)   

图 20  基于自适应笛卡儿网格存储的 SDF进行布尔运算 

5.3.3  碰撞检测 

SDF作为一种形状表示方法, 具有查询高效、

结果稳定等优势 [85], 广泛应用于碰撞检测 . 与基

于三角形对的最近距离计算或连续碰撞检测方法

相比[86], SDF能够提供平滑变化的穿透距离和碰撞

方向, 适用于大多数碰撞处理算法; 此外, SDF 还

能够提供可靠且稳定的内部/外部信息 , 对于弹性

体仿真中的穿透现象具有针对性的效果 . 在弹性

体仿真中, 碰撞通常发生在物体表面, 且对尖锐网

格特征较为敏感, 因此, 基于均匀网格的 SDF 常

面临昂贵的存储开销和粗糙的表面精度之间的权

衡问题 . 由于自适应笛卡儿网格使用精细网格表

示尖锐特征, 粗糙网格描述物体内部, 因此在保持

SDF 优势的前提下能够有效地解决这一问题. 在

图 21 所示的场景中, 本文使用四面体网格表示弹

性体, 并采用自适应网格存储 SDF 表示刚性边界, 

模拟二者的碰撞过程. 可以看出, 通过自适应网格

的点查询操作能够直接获得弹性体各顶点的穿透

信息, 进行碰撞处理. 图 21a 所示为弹性球体与桌

子碰撞前、碰撞中和碰撞后的连续状态, 图 21b所

示为弹性立方体碰撞前、碰撞中和碰撞后的状态.  

 
a. 弹性球与桌子碰撞  

 

b. 弹性立方体与桌子碰撞 

图 21  基于自适应笛卡儿网格存储 SDF进行碰撞检测 

5.4  总结与讨论 

本节对各类笛卡儿网格的空间开销及构建算

法效率进行了系统的对比. 与均匀网格相比, 自适

应笛卡儿网格通过局部加密显著地降低存储开销, 

尤其在百万级单元规模下 , 其存储量可缩减至均

匀网格的 1/5~1/34. 平衡约束对网格性能的影响呈

现双刃剑特性 , 约束的增加可简化相关方程的离

散求解, 这种约束会引入额外的空间开销, 且约束

强度与存储需求呈正相关 , 需在算法效率与资源

消耗间权衡取舍. 例如, 基于网格的仿真中, 有限
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体积法常采用 2-平衡网格平衡通量计算与存储效

率; 而有限元法则偏好 1-平衡网格以适应复杂几

何形态; 0-平衡与强平衡网格因存储成本过高 , 实

际应用较为有限[44]. 

在网格构建算法方面, 与传统 CPU 方案相比, 

基于 GPU 的方法具有显著效率优势. 其中, 最大

并行策略通过深度挖掘 GPU 并行性, 在构建非平

衡计算网格或加速空间数据结构时表现突出 ; 经

典自下而上算法虽然具备结构稳定性 , 但由于其

对层次的依赖性难以充分利用 GPU并行计算资源, 

因此在处理大规模网格生成任务时效率相对低下; 

平衡网格构建需执行额外的平衡细分过程 , 约束

平衡步骤成为主要耗时瓶颈 , 凸显出平衡网格生

成算法仍存在优化空间.  

基于自适应笛卡儿网格的浅水波模拟、实体建

模与碰撞检测研究 , 凸显了该网格体系在兼顾计

算精度与资源效率间的核心优势 , 验证了其在流

体力学、工程仿真与交互计算等领域的应用潜力.  

6  结  语 

本文对自适应笛卡儿网格在网格分类、构建和

离散等方面的最新研究工作进行综述 , 并通过对

浅水波仿真、实体建模和弹性碰撞等应用场景的搭

建, 展示自适应笛卡儿网格的广泛应用. 基于当前

的研究进展和本文的深入分析, 未来, 自适应笛卡

儿网格的研究方向可能包括以下方面 : (1) 当前 , 

构建满足平衡约束的自适应笛卡儿网格通常采用

先构建无约束网格 , 再进行平衡细化来满足约束

条件的方法 , 平衡细化过程采用自底向上逐层处

理. 基于 GPU 实现时, 小负载的串行处理环节往

往成为限制算法效率的瓶颈, 突破此效率限制, 实

现带约束自适应笛卡儿网格的完全并行构建 , 将

是研究的重点之一. (2) 基于自适应笛卡儿网格的

离散插值方案需要在准确性和简洁性之间找到平

衡, 尤其是在处理多场数据耦合时, 为了提高准确

性 , 可能需要使用对角线邻居节点甚至不相邻节

点的离散算子模板 , 而仅涉及简单邻居的模板则

可能牺牲部分准确性. 因此, 探索能够同时确保准

确性和简洁性的离散方案 , 也将是未来研究的重

点之一.  

致谢   感谢罗旭锟同学在搭建应用场景时提

供的支持和帮助！ 
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