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基于非局部作用机理的物理仿真方法研究 

摘要 

基于物理的仿真动画技术作为一种重要的建模手段已经成为图形学研究的热点，同

时也是难点。相比于传统的关键帧动画，物理仿真可以提供更加逼真的身临其境感和视

觉冲击，因而在影视特效、游戏中都已得到广泛应用。然而现有物理仿真技术主要基于

连续介质力学，其在描述和建模现实世界中复杂场景时存在诸多的问题和不足。为了拓

展物理仿真技术的适用范围和建模能力，本文研究如何基于非局部作用机理进行流体、

弹塑性材料以及多介质耦合的统一建模和仿真。归纳起来，本文的内容和创新点主要包

括三方面： 

 （1）详细探讨了连续介质力学的理论基础及其在建模复杂场景时的局限性，并在非

局部作用机理的框架下重新阐述了场、梯度、散度和旋度的定义，揭示了它们背后的直

观含义。同时，为了克服连续介质力学中微分方程在建模运动控制方程中局限性，本文

详细阐述了态的概念，将连续介质力学中应力张量、应变张量等只适用于描述连续介质

的物理量拓展到可以统一描述连续和非连续介质的非局部应力和非局部应变，并通过将

微分形式的运动控制方程转换成了积分方程来解决连续介质力学的局限性。 

 （2）为了解决长期以来一直困扰传统粒子法的拉伸不稳定性以及边界粒子缺失等问

题，本文利用基于非局部作用原理和变分原理将流体的不可压缩性求解问题转换为基于

动能最小的优化问题，并通过引入半分析法用于解决边界粒子缺失的问题，从而保证在

不增加计算开销的前提下可以提升仿真的计算精度。另外，本文针对自由表面流中表面

张力计算不稳定、精度差的问题，提出利用 Helmholtz 自由能来建模表面张力的方法，

保证即使在边界采样粒子不足的情况下依然可以得到稳定可靠的表面张力计算结果。最

后，为了增强表面细节，本文利用声波的波动方程近似模拟了表面张力波的生成和传播

的过程。 

 （3）为了保证任意维度的弹性材料在极端形变下的稳定模拟，本文提出一种新

的基于积分形式的本构模型建模材料的弹性部分。对于塑性形变，本文通过直接更新

材料的初始形状的方式来避免退化情况的发生。此外，为了保证均质流体内部的均匀

性，本文提出一种基于位置的矫正方法来保证仿真粒子分布的均匀性。另外，本文根

据颗粒流水分的饱和度以及颗粒密度提出一种动态计算材料系数的方法，从而使得我

们的方法可以用统一的方式模拟不同饱和度下的颗粒流。 

     

关键词：非局部作用机理、流体仿真、弹塑性材料仿真。 



 

Research on Physical Simulation Methods Based on Nonlocal  

Interaction Mechanics 

ABSTRACT 

Physical-based animation has become an important modeling tool for computer 

graphics. Compared to the keyframe-based technique, physical-based techniques can 

create more realistic and immersive effects, thus has been widely used in the films and 

video games. However, existing physical-based animation technologies are mainly 

based on continuum mechanics, which suffers difficulty in describing and modeling 

complex scenes in the real world. In order to extend the scope and modeling ability of 

physical simulation technology, this paper studies how to imulate fluid, elastoplastic 

materials and their coupling based on nonlocal action theory. To sum up, this paper 

mainly studies three problems: 

(1) This paper first discusses the fundamental theory of continuum mechanics and 

its limitations in modeling complex scenes, and then reformulates the definition of field, 

gradient, divergence and curl under the nonlocal theory. In order to overcome the 

inefficiency of differential equations in modeling material behaviors, this paper 

introduces the concept of state and reformulates the stress tensor, strain tensor into 

stress state and strain state. Therefore, we can finally model continuous and 

discontinuous materials uniformly, which overcomes the limitations of continuum 

mechanics. 

(2) Numerical problems such as the tensile instability and the particle deficiency 

problem has long plagued traditional SPH methods. To solve these two problems, this 

paper applies a variational framework to convert the pressure Poisson equation of fluid 

into an optimization problem which minimizes the total kinetic energy. We then 

propose a semi-analytical method to solve the particle deficiency problem, so as to 

ensure that the accuracy of simulation result is improved without increasing the 

computational cost. In addition, this paper proposes a method to model the surface 

tension by using Helmholtz free energy to ensure that surface tension can be accurately 

calculated even if the sampling near the boundary is sparse. Therefore, our method can 

handle a variety of sparsely sampled thin liquid features, including thin sheets, thin jets, 

and water splashes. Finally, in order to enrich fluid with capillary waves, we generate 

capillary wave effects by simulating compression wave propagation. 

(3) In order to simulate versatile elastoplastic materials uniformly, we study the 



 

development of an elastoplastic model under the nonlocal theory, which uses integrals 

rather than partial derivatives in its formulation. To model elasticity, we propose a 

unique constitutive model and an efficient iterative simulator solved in a projective 

dynamics way. To handle plastic behaviors, we incorporate our simulator with the 

Drucker-Prager yield criterion and a reference position update scheme, both of which 

are implemented under the nonlocal theory. Finally, we show how to strengthen the 

simulator by position-based constraints and spatially varying stiffness models, to 

achieve incompressibility, particle redistribution, cohesion, and friction effects in 

viscoelastic and granular flows.  

 

KEY WORDS：nonlocal theory, fluid simulation, elastoplastic material. 
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第一章 绪论 

1.1 研究背景 

随着硬件技术的快速发展，基于物理的仿真动画技术也逐渐成研究的焦点。相比于

传统的关键帧动画，物理仿真可以提供更加逼真的身临其境感和视觉冲击，因而在影视

特效、游戏中都已得到广泛应用。如图展示了《奇幻森林》中的剧照，其中的自然场景

以及物理特效所展示出来的逼真程度几乎已经达到了真假难辨的程度。但是在这逼真的

特效背后，我们先来看一组数据：在整个奇幻森林特效的制作过程，MPC 公司共“800

人参与了《奇幻森林》的制作，前后花费 2 年时间，制作了超过 70 个逼真的生物角色和

1300 多个特效镜头，在制作高峰期，公司每天生成的镜头版本超过 3000 个”[1]。另外，

我们再看一下其他几部电影的人力投入：《阿凡达》1855 人；《泰坦尼克号》739 人；《复

仇者联盟》1453 人；《变形金刚 3：月黑之时》[2]。假如我们按照平均 1000 人投入，制

作周期为 2 年，人均每年工资 5 万美元计算，那么一部特效密集型的电影的总投就相当

于 1 亿美元。这对于一般的电影投资商是完全无法承受的，导致很多电影公司不得不为

了降低预算修改剧本或者依然选择采用一些传统的布景方式来完成一些特效，从而使电

影无法达到导演预期的效果。 

当然，造成电脑特效制作成本高昂的原因是多方面的，而其中很重要的一方面原因

图 1 《奇幻森林》中的剧照 ©Disney 



2                                                基于非局部作用机理的物理仿真方法研究 

 

在于目前物理仿真技术依然存在很多局限性。我们知道现有的物理仿真技术尽管在处理

单一连续介质地仿真时已经能够模拟出非常逼真的效果，比如针对大规模的水体、爆炸、

火焰等效果地模拟。然而，现实生活中我们所接触的场景远比以上场景要复杂，主要是

由于同一个场景中通常会包含多种不同的介质。比如对泥石流的模拟，我们需要同时考

虑水、沙粒甚至是较大颗粒的石块地模拟以及它们之间的相互作用。此外，要想得到逼

真的效果，我们甚至还需要考虑石块因为相互碰撞而引起的碎裂等效果。众所周知，现

有物理仿真方法主要基于传统的连续介质力学理论，因而当仿真对象涉及大量非连续地

变化过程或者是不同纬度特征的几何结构时，现有方法无法不仅在理论上缺乏适用于对

连续介质与非连续介质进行统一描述与计算的模型，在实现上也由于材料几何以及物理

属性的多样性导致仿真算法的开发过程困难重重。具体困难主要体现在如下几个方面： 

（1）传统连续介质力学理论存在局限性。我们知道，现有物理仿真技术普遍基于连

续介质力学理论来实现，而连续介质力学理论的基本假设是要求材料内部任意点处的形

变位移场连续且可微。尽管这一假设在宏观层面具有一定合理性，但是实际场景中通常

会涉及不同尺度的材料，当材料的建模尺度超过一定限度时，连续介质力学的假设就会

失效从而导致无法有效建模包含非连续性的场景。 

 （2）现有物理仿真方法种类繁多，但各自都有其优缺点。比如在模拟形变材料上普

遍使用的是有限元法（Finite Elment Method），而在模拟流体时用的最多的则是光滑粒子

动力学法（Smoothed Particle Hydrodynamics）和有限体积法（Finite Volume Method）。尽

管这些方法在模拟特定材料时具有其他方法不可比拟的优势，但是在处理其他材料的模

拟或者是涉及多种材料的复杂场景时依然具有很多的不足，比如当我们利用 SPH 方法来

模拟弹性材料时存在精度低、稳定性差等问题。 

（3）统一物理仿真技术的发展还并不成熟。目前主流的用于统一建模多种材料的系

统主要包括 NVIDIA 的 Flex[3]以及 Autodesk 的 Nucleus[4]。这两者的共同点都是大量采

用了基于粒子的方式来实现，但是不足也是显而易见的，比较典型的问题包括精度低、

无法准确反应真实物理特性等问题。 

（4）最后，颗粒流作为一种典型的物理介质，一直以来都是图形仿真的难点。主要

原因在于颗粒通常形态各异、尺寸相差悬殊，颗粒间相互作用具有突发性和随机性，从

而极大增加了颗粒流运动仿真的复杂性，对适用于图形应用的仿真算法提出了更高的要

求。另外，颗粒流动根据其剪切受力的不同状况可分为慢速（包含静止状态）、中速及快
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速颗粒流。快速颗粒流目前发展相对较成熟，而对于慢速及中速流由于主要承受 

Couloum 摩擦力的作用, 无法直接采用快速流的方法进行计算。如何设计统一的计算框

架成为整个仿真过程得以顺利完成的保障。 

本课题的研究主要从两方面展开：一方面侧重于非局部作用机理的研究，针对连续

介质理论在描述不连续问题时的不足，拟采用非局部作用思想对材质进行建模，并利用

积分方程来重新建模材质的动力学过程，以便于克服基于微分的连续介质理论在物理仿

真统一建模中的不足。另一方面主要基于非局部作用机理重点研究了其在自由表面流、

弹塑性材料以及多介质统一建模上的应用。 

1.2 研究现状 

目前图形学中采用的主流物理仿真方法包括有限元法（Finite Element Method，

FEM）、网格质点法（Particle in Cell，PIC）、有限体积法（Finite Volume Method, FVM）、

格点 Boltzmann 方法（Lattice Boltzmann Method，LBM）以及光滑粒子动力学（Smoothed 

Particle Hydrodynamics，SPH）方法等。由于每一种方法通常都可用于模拟多种现象，因

而本节将从仿真类型入手探讨图形领域物理仿真的研究现状。 

流体仿真 

目前用于流体模拟的主流方法主要是包括 SPH 方法和欧拉网格法。SPH 方法最初主

要是用来模拟三维空间中的星体运动[5, 6]，但随后研究人员就发现流体的运动实际上与

星体运动相似，因而逐渐将 SPH 方法拓展到流体仿真中。SPH 核心思想的实际上是将流

体区域离散为一堆粒子，并利用核函数建模邻域粒子间的相互作用。随着 Desbrun 和

Gascue[7]首次将 SPH 方法引入图形邻域，经过近二十年的发展，SPH 已经成为了流体仿

真中不可或缺的方法。研究人员也从多方面对传统 SPH 方法进行了改进和完善，主要包

括不可压缩性求解[8-15]、表面张力计算[16, 17]、多相流仿真[18, 19]和流固耦合[12, 20, 

21]。我们知道 SPH 的优点在于实现简单，且可以方便处理任意复杂拓扑变化，但是不

足在于计算开销大且精度低，为了解决这些问题，研究人员分别从邻域查找[22]、自适

应采样[23-25]、GPU 加速[26, 27]等多方面对 SPH 算法提出了改进。更多关于 SPH 流体

方面的内容也可以参考综述文章[28, 29]。当然解决 SPH 不足的另一个途径就是采用欧拉

法来进行流体模拟，与 SPH 不同的是欧拉法通常采用背景网格来求解流体的动力学。由
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于早期的欧拉法仿真时间步长严格受 CFL 条件的限制，因而其在图形邻域内的应用一直

受限。Stam[30]首次利用 Semi-Lagrangian 的方法解决了这一稳定性问题，从而使得基于

欧拉网格的方法在图形学中被广泛采用。根据流体介质追踪方法的不同，欧拉法主要包

括基于 Level-Set 的方法[31-33]、基于密度的方法[34, 35]、基于粒子的方法[36, 37]以及

基于相场的方法[38]。欧拉法的优点主要在于其计算效率相对较高，且可以很容易对其

进行并行加速。当然不足也较明显，尤其是在多介质耦合的仿真问题上困难重重。其他

可用于流体仿真的方法主要包括基于位置的方法[15]、Power Particle 方法[39]以及格点

Boltzmann[40]方法。当然，某种意义上来说，我们也可以将基于位置的方法和 Power 

Particle 方法看成近似的 SPH 方法，格点 Boltzmann 方法则可以看做是欧拉网格法一种。 

弹塑性材料仿真 

 弹塑性材料仿真的主流方法包括有限元方法、基于位置的方法。有限元方法在工程

中的发展历史较为悠久，且已经形成较为完善的理论体系。图形学中关于有限元方法的

研究可以追溯到 Terzopolous 等人[41-43]。O’Brien 和 Hodgins[44]随后使用有限元法对弹

性材料和脆性断裂进行了模拟。 后来他们又通过增加一定的延展性来对延展碎裂进行了

模拟[45]。 后续的研究人员则主要从稳定性[46]、可控性[47]等方面入手进行了研究。我

们知道有限元方法的主要优势在于理论发展成熟、计算精度高，但是其实现较复杂。为

了克服这一问题，Muller 利用约束的方法提出了直接基于位置的弹塑性材料模拟方法

[48]。其核心思想是将所有力学过程建模成约束，并利用迭代方式来逐步收敛得到最终

解。这样做的好处是算法实现简单、效率高且具有极好的稳定性，因而可以统一布料[49, 

50]、头发[51]、碰撞检测[52]等多种材质。当然，基于位置的方法的不足在于其精度相

比于有限元方法要低，此外算法的后期收敛性比较慢。针对这些问题，Bouaziz 等人[53]

提出了一种新的投影方法，并指出基于位置的方法实际上是基于投影方法（Projective 

Dynamics）的一种特例，因而可以将基于位置的方法也转换为最优化问题进行求解。但

是基于投影方法的缺陷在于其需要求解全局的线性方程组，因而无法有效的在 GPU 上进

行加速。为了解决这一问题，研究人员考虑了如果利用迭代的方式在 GPU 上加速算法的

收敛过程[54]。当然，研究人员也从其他方法入手对弹塑性材料进行了仿真，并取得了

一定的效果，主要包括质点弹簧方法[55]、物质点法[55]、SPH 方法[56]等。 

颗粒流仿真 
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目前主流的研究颗粒流的方法可以分为几大类。第一类是采用分子动力学（Molecular 

Dynamics）的方法，该类方法针对不同材料的力学属性差异，通过直接计算接触颗粒间

的相互作用力来驱动颗粒的运动。如 Luciani[57]等直接采用带阻尼的弹簧来建模颗粒之

间的作用力。Bell 等[58]则是采用更为精确的分子动力学中的球体接触模型来计算颗粒

间的排斥力以及摩擦力，从而可以模拟更为精确的颗粒流现象。然而基于直接力作用的

方法在处理许多问题时候都显得捉襟见肘，其主要面临如下三方面的困难[59]：首先，

颗粒间的接触模型必须是已知的。这对于规则的球体来说还相对比较容易，如现有的

Hertzian 接触力模型已经可以比较好的描述球体相互之间的作用力。然而由于实际碎裂

过程中所产生的碎片往往形态各异，尺寸也相差很大，如何建模不规则的、不同尺寸的

颗粒间的相互作用目前仍然是个未知数。其次，该类方法无法有效模拟静力学问题。在

静力学问题中，颗粒间的接触力并无法通过独立的计算颗粒对间的接触来求出满足静力

学平衡所需要的接触力，而需要将整个系统作为一个整体来求解满足摩擦力约束条件的

全局静态平衡。此外，刚性颗粒之间的碰撞要求时间步长足够小，以便真实模拟碰撞的

全过程，这无疑极大的增加了总的仿真开销。针对分子动力学方法的如上不足，接触动

力学方法（Contact Dynamics）通过施加颗粒间的约束来模拟颗粒流，因而非常适合模拟

刚性、弹性颗粒之间的接触问题以及静力学平衡问题[60-62]。然而，由于接触动力学在

模拟颗粒相互作用时忽略了材质属性，因而在模拟动态问题时稍显吃力，甚至有时候并

不能得到符合真实物理的仿真结果。此外，接触动力学在求解过程中涉及带约束的优化

问题，因而以目前的计算能力很难对包含大量颗粒的场景进行求解。总的来说，我们可

以认为分子动力学与接触动力学在仿真的适用范围上是互补的。当一个场景中既包含静

态部分同时又包含动态部分的时候（如雪崩、泥石流），就很难用单一的方法来得到高效、

精确的仿真结果。近年来，为了提高颗粒材料仿真的效率，一些研究者从连续介质力学

理论入手对颗粒流进行建模，通过将颗粒对之间的直接接触转换成连续介质理论中的运

动控制方程来得到近似的仿真结果。如 Zhu 和 Bridson[36]将沙粒的运动简化成一种带库

伦摩擦力模型的牛顿流体；Narain 等[63]用类似的方法模拟了沙粒与刚体的双向耦合；

Stomakhin[64]利用材质点法对雪进行模拟，随后研究人员又通过将 Drucker-prager 延展

模型引入物质点方法中对颗粒流进行了模拟[65]。尽管从工程的角度来，这类方法的仿

真精度尚显不足。但是对于图形学来说，一定程度的精度损失在不影响视觉效果的前提

下依然是可以被接受的。 
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1.3 研究内容 

本文工作主要研究了非局部作用机理及其与传统连续介质力学理论之间的联系，并

重点研究了如何基于非局部作用机理对在流体、弹塑性材料进行统一的建模与仿真。具

体的研究内容及贡献点如下： 

 （1）本文首先回顾了连续介质力学的基本理论，并探讨了场、梯度、散度、旋度、

张量、应力、应变等基本概念以及从微分形式分析了他们所代表的物理含义，然后基于

非局部作用定义了它们的积分形式，为基于非局部作用机理的物理仿真统一模型奠定了

理论基础。 

（2）由于拉升不稳定性和缺失的问题一直制约着粒子法在求解流体动力学问题上的

稳定性和精度，本文提出一种基于非局部变分原理的不可压缩自由表面流的仿真方法，

其基于非局部作用机理和变分原理将传统基于微分形式的流体运动控制方程成功转化为

了基于动能最小的最优化问题，同时通过引入半分析（semi-analytic）边界处理方法，有

效提升了不可压缩流体自由表面边界条件的处理精度，同时也削弱了拉伸不稳定性对仿

真稳定性的影响。 

（3）针对边界粒子缺失问题对表面张力计算精度的影响，本文进一步提出基于

Helmholtz 自由能的表面张力计算模型，该模型可以保证在边界处粒子的不足的情况下依

然可以模拟出正确的表面张力效果。同时为了建模精细的流体细节，我们还基于压力波

提出了一种近似的表面张力波的计算方法，该方法可以保证在不提取流体表面的前提下

进行计算，从而避免了提取流体表面的过程，提高了计算效率。 

（5）我们已知传统连续介质力学在模拟弹塑性材料时的一大难题在于其无法统一建

模连续和非连续问题，而现实世界中这样的现象却非常普遍，比如一块钢铁从发生小形

变到延展进而碎裂的过程需要仿真算法能够同时处理连续和非连续的形变。针对这一难

点，我们基于非局部作用机理提出一种基于积分形式的弹性密度模型，该模型避免了连

续介质力学理论中的连续性假设，从而适用于统一描述连续和非连续的材料的形变特性。

此外，该模型还可以统一建模薄壳和绳索等低维度特征材料。 

（6）为了保证塑性模型也适用于建模任意维度的材料，我们摒弃了传统基于张量积

形式的塑性形变模型，并提出基于非局部应变的塑性模型。其核心思想是通过直接修改

初始形状的位置来反应材料的塑性形变，从而保证即使出现退化的情况也依然能正确处

理材料的塑性形变。 
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（7）最后，为了统一模拟均质粘弹性流体以及颗粒流，我们对弹塑性模型进行了一

定的拓展。对于均质流体，我们通过采用基于位置调整的方法来保证了粒子分布的均匀

性；同时对于沙粒模拟，我们根据当前密度以及水分的饱和度对材料系数进行动态调整，

从而实现了统一框架下对干湿沙粒的模拟。 

1.4 论文组织 

本文一共分为七章: 

 第一章介绍了本文的研究背景、意义、国内外研究现状、主要内容以及取得的主要

研究成果。 

 第二章主要介绍了传统介质力学理论的基础，并从微观角度分析了一些基本物理量

背后所蕴含的直观物理含义，为第三章对其概念的推广做铺垫。 

 第三章简述了传统连续介质力学的不足，并从非局部作用机理入手对传统连续介质

力学进行了拓展，将通量、散度、梯度、旋度等基于微分的概念拓展到非局部作用量中

基于积分的形式，同时引入态的概念并建立起非局部形式的应力、应变以及相应的本构

关系。 

 第四章主要研究如何将非局部作用机理应用到流体仿真中，并重点讨论了如何基于

非局部能量框架求解流体的不可压缩性，同时通过引入 Helmholtz 自由能来精确的建模

表面张力效果。此外，还提出一种不用显式构建流体表面就可能模拟表面张力波的方法。 

 第五章主要研究如何将非局部作用机理应用到弹塑性材料的模拟。本章首先提出了

一种新的积分形式的能量模型，然后利用 Projective Dynamics 方法隐式的对控制方程进

行求解，保证了仿真的效率和稳定；然后提出一种基于非局部作用的塑性形变模拟方法，

用于建模塑性材料的延展性；最后根据均质流体和颗粒流的特性将弹塑性仿真方法进行

了增强，从而实现了对干、湿沙粒以及诸如蜂蜜的粘弹性流体的模拟。 

 第六章主要讨论了如何基于非局部作用机理来设计并实现统一的物理仿真框架，并

重点讨论了几个功能模块的实现细节。 

第七章对全文做了总结，并探讨了未来研究的计划。 
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第二章 连续介质力学理论 

2.1 连续介质力学简介 

 科技的发展已经让我们认识到世界上任何物体实际上都是由一些离散的物质点以及

他们之间的相互作用力构成。在某些物理分支，比如统计力学和原子物理学，尽管我们

可以直接对原子或者分子之间的相互作用进行研究，并通过微观的相互作用来进一步研

究宏观的物理现象，比如温度实际上是由于微观粒子动能的一种宏观表现。这些观点对

我们认识这个世界的本质起到了重要作用。但是由于原子、分子颗粒的尺度非常小，如

果任何现象都直接从为微观层面进行研究往往会得不偿失，而解决这一问题有效手段就

是连续介质力学的引入。 

与微观尺度方法不同的是，连续介质力学研究的对象尺度要远大于原子和分子的尺

度，比如其对密度的定义实际上是一个宏观尺度下对某区域内所含粒子的一种近似平均。

这一近似实际上就是连续介质力学的最基本假设，即 “连续介质假设”：它认为真实的

介质由足够小的粒子构成并充满整个空间，且物质的宏观性质依然受牛顿力学的支配。

该假设实际上忽略了物质微观结构的差异性，而统一用宏观的物理量（如质量，数度，

压力等）描述介质的特性。在建立起这些等效物理量之后，连续介质力学又通过采用一

些函数关系来建立物理量直接的联系，从而便于我们研究介质的物理属性以及运动规律。

也就是说连续介质力学的理论基石主要由两部分组成，即基本运动定律和本构关系。目

前物理仿真中所采用的基本定律主要包括：（1）质量守恒定律；（2）动量守恒定律；（3）

能量守恒定律。而本构关系则是用于描述介质的应力和应变之间的关系。根据连续介质

力学的假设，需要我们从宏观角度来理解本构关系。也就是说尽管各种材料或者结构在

各种受力阶段的性能可有许多不同的具体反应，但是若宏观尺度上表现出来的应力应变

曲线是一样的，则我们依然认为这两种材料的力学行为是一致的。 

从逻辑上看，尽管我们可以将连续介质力学看成是经典质点力学延伸，即可以把物

体看作连续的质点系，同时我们也必须认识到连续介质力学与经典力学的本质差异在于

其连续性假设。也就是说物体单元尺度可以无穷小，这显然与实际的情况并不符。因而

在物理仿真的过程中我们需要根据实际情况判断所研究的物理现象是否适合利用连续介

质力学理论来研究其运动特性。 
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2.2 局部作用量  

 本节主要介绍连续介质力学中的一些基本量的定义及其直观的含义，主要包括场、

梯度、旋度、散度等。 

2.2.1 场 

 在连续介质力学中，通常要考察某个物理量在空间中的分布和变换规律，典型的如

质量分布、密度分布、速度分布等，而衡量该物理量随着空间及时间变化的函数我们称

之为场（Field）。如果物理量是标量，那么空间每一点 x都对应着该物理量的一个确定

数值，则称此空间为标量场（Scalar Field），本文一般用未加粗的斜体字母表示，如 ( )f x , 

( )g x 。当然在不引起歧义的前提下本文会省略括号中的 x。典型的标量场包括质量场  、

压强场 p 等。如果物理量是矢量，那么空间每一点都有其对应的大小和方向，则称此空

间为矢量场（Vector Field），如速度场 v、压力场F 等。 

 此外根据场所对应物理量是否随时间的变化而变化又可以进一步将场划分为稳定场

和不稳定场。由于连续介质力学主要考虑的就是介质在外力作用下所引起的变化，因而

主要涉及的就是不稳定场。此外，顾名思义，连续介质力学对场的连续性也有一定要求，

通常我们要求物理场具有至少一阶连续性，即场具有一阶可导且连续的性质。 

2.2.2 方向导数与梯度 

方向导数 

虽然场的定义给定了物理量在空间中的分布情况，然而却无法提供该物理量在某个

方向上的变化情况。为了衡量这一变化量，需要定义物理场的方向导数。假定某一标量

场为 ( )f x ，则其在某个方向n上的方向导数定义如下： 

定义：
0

( ) ( ) ( )
lim

f f f







  




x x n x

n
  

而在直角坐标系中，我们通常可以直接通过以下定理来计算方向导数： 
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定理：假定cos，cos ，cos 分别为单位方向向量n所对应的各个分量，且 ( )f x

在 x点处的导数存在，则 ( )f x 沿n方向上的方向导数可以通过如下公式计算 

cos cos cos
f f f f

x y z
  

   
  

   n
，             (1) 

其中
f

x




，

f

y




，

f

z




分别为 ( )f x 沿主轴方向的偏导数[66]。 

 从方向导数的定义中我们可以看出，方向导数其实就是衡量物理量在某个点沿特定

方向的变化率，因此属于局部作用量。 

梯度 

 尽管方向导数的定义给出了物理量在无穷多方向上的变化率，然而在实际仿真过程

中我们通常只关注物理量变化率最大的方向，从方向导数的定义我们可以看出，当且仅

当单位向量n与
f f f

x y z

   
 
   

， ，  的方向相一致时，物理量的变化率才能达到最大值。基于

此，我们可以定义物理场的梯度如下 

 定义：若针对场 ( )f x 在一点 x处存在这样一个方向导数，其方向为 ( )f x 在x处变化

率最大的方向，模正好等于最大变化率的数值，则称该方向导数为 ( )f x 在x处的梯度，

记作 ( )f x ，即 

( )=
f f f

f
x y z

  
  

  
x i j k ,          (2) 

其中 i ， j，k 分别为三个主轴方向所对应的单位向量。 

 根据梯度的定义,我们可以很容易得出梯度的一个重要性质，即场中每一点处的梯度

都与过该点的等值面相垂直。如下图 2展示了两个典型的场及其对应的梯度： 
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图 2 梯度的示意图，箭头表示相应点梯度的方向和大小 

2.2.3 通量与散度 

通量  

在连续介质力学中，通量的定义通常以单位时间内流经某单位面积的某属性量来衡

量，是表示某属性量输送强度的物理量。如下图所示，假设某向量场为F ，微元dS 对应

的单位法向量为n，则向量场通过微元的通量Q = dSF n 。其数值上等价于F 在单位法

向量上的投影。 

 

图 3 向量场F 的通量的示意图 

对于任意曲面，向量场相对于该曲面的通量可以表示为如下的积分形式： 

定义：设有矢量场F ，其沿有向曲面S 某一侧的曲面积分 

Q= d ,
S

F S             (3) 

叫做矢量场F 沿一侧穿过曲面S 的通量。 
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 我们注意到连续介质力学中通量的产生的前提是必须有接触，即只能从紧密相邻的

一侧区域通过穿越曲面S 进入到另一侧区域。这一点构成了与非局部作用机理的本质区

别，也就是说非局部作用力理论认为相互作用也可以发生在相隔一定距离的两个区域之

间，如星体的相互作用通过万有引力来实现，但星体之间却并不存在直接的接触。 

 散度 

 基于通量的定义，我们来进一步探讨散度的直观含义。假定我们已知某向量场F ，

任意一点的散度可以直接通过如下公式计算 

=
yx z

FF F

x y z

 
  

  
F 。            (4) 

该定义成立的一个前提是向量场F 连续可微，那对于不满足上述条件的向量场，我们如

何定义向量场的散度？这就需要借助通量的概念来探讨散度的广义含义。根据散度定理，

矢量场的散度在特定积分域上的体积分等于矢量场在限定该体积的闭合曲面 S 上的面积

分。因此给定特定区域的散度可以表示为 

Q =d d
 

    F F S            (5) 

此时通量Q描述的是区域与外部区域的交互的作用量，该定义并不依赖于F 是否具有

连续性，同时积分的形式也方便我们在非局部作用机理中对散度的含义进行推广。 

2.2.4 环量与旋度 

 环量 

同理，我们也希望通过环量与旋度之间的关系来考察旋度的直观物理含义。 

定义：假设在矢量场F 中任取一条封闭曲线，则沿该封闭曲线的有向积分 

S

= d  F l             ( 6) 

称为该封闭曲线的环量。与力做功的计算方法一样，环量的符号不仅决定于矢量场的方

向，而且与封闭曲线的绕行方向有关，通常我们规定逆时针积分时为正，即封闭曲线所

包围的区域总在行进方向的左侧。 
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旋度 

假设封闭曲线（曲面）所包含的内部区域定义的矢量场F 连续且可微，我们取经过x，

单位法向量为n的微小曲面，同时取该曲面的面积为 S ，边界沿右手螺旋法则方向为正，

示意图见图 5。则根据三维空间中的斯托克定理（Stokes theorem） 

S S

d d


    F S F l              (7) 

 

我们可以得到x点处的环量面密度为 

 

 

0 0
= lim = lim

cos ,cos ,cos

S S

S S

d d

S S


  



   

  

 

  

 F l F S
x

F

           (8) 

从环量面密度的定义中我们可以看出，环量面密度的大小取决于微小曲面的法线方

向，只有当n与F 的方向一致时，环量面密度才能达到最大值。回顾梯度的定义，梯

度的方向实际是上方向导数取极大值所对应的方向。类似的，我们可以定义旋度的方向

为环量面密度达到极大值的方向。 

 定义： 若矢量场F 在一点 x处存在这样一个矢量，矢量场F 在点x处沿其方向的

环量密度为最大，且数值为  ，则称为矢量场F 在点x处的旋度，即 

图 4 向量场F 的环量的示意图 

图 5 环量密度 
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= =

x y z

x y z

F F F

  


  

i j k

F              (9) 

2.2.5 常见等价关系 

 根据之前局部作用量的定义以及微积分的基本理论，我们可以建立不同局部作用量

之间的联系，本节整理了一些常见的等价关系，便于在探讨非局部作用机理时建立相应

的等价关系。其中u 、 v为标量场，u、 v为矢量场，表示表示梯度，其伴随算子为

 
*

  ，表示散度，其伴随算子为  
*

  ，表示旋度，其伴随算子为

   
*

   ，为积分域，为积分域边界，n为边界法向量。 

 （1）   0  u ， 

 （2）   0u   ， 

 （3）    tr  u u ， 

 （4）      +      u u u ， 

 （5） = ,d dS
 
  u x u n  

 （6） = ,ud u dS
 
 x n  

 （7） = ,d dS
 
  u x n u  

 （8）积分定理： + = ,u d ud u dS
  
    v x v x v n  

 （9）第一格林定理：    + = ,u v d v u d u vdS
  
      x x n  

 （10）第二格林定理：     = ,u v d v u d u udS v udS
   
          x x n n  

在不引起歧义的前提下，我们通常也直接用拉普拉斯算子来替代，即 =  ，

从而使得表达形式更简洁。以上关系式构成了连续介质力学分析的数学基础，我们接下

来将进一步探讨连续介质力学的原理及基本形式。 
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2.3 连续介质力学 

2.3.1 张量 

 张量的概念最初是由 Tullio Levi-Civita 和 Gregorio Ricci-Curbastro 在 1900 年

提出的，其目的是为了研究某些具有坐标变换不变性的几何性质和物理规律。随后，张

量逐渐发展成为连续介质力学理论中最重要的概念。对于一个 N 阶张量，其形式通常可

以表示为： 

1

1=
N

N

i iT  T e e           (10) 

其中e表示基矢量。此外，张量必须满足以下几个条件 

 （1）T(a + b) = T(a) + T(b)  

 （2）  T( a) = T(a)  

也就说，并不是具备公式 10 形式的量就一定是张量，其还必须满足线性变换法则。比

如有这么一个矩阵M ，它可以把任意向量转换为一个固定向量，即 ( )M a = c ，其中c为

常矢量，则我们可以验证该矩阵并不满足条件（1）中条件，因此M 也不是二阶张量。 

 从定义我们也可以看出，标量实际上就是零阶张量，矢量则是一阶张量。由于物理

仿真主要在三维空间 3
R 中进行，这里我们将重点考察二阶张量的几个不变量。假设T 为

二阶张量，根据定义我们可以将它进一步写成如下的分量形式 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

=

T T T

T T T

T T T

 
 
 
  

T            (11) 

通过对T 的特征方程 0 T I 进行求解，我们可以得到如下三个关系式： 

（1）  1 11 22 33 trI T T T    T  

（2）     
222 23 11 1311 12 2

2

32 33 31 3321 22

1
tr tr

2

T T T TT T
I

T T T TT T
     
 

T T  

（3）  
11 12 13

3 21 22 23

31 32 33

= det

T T T

I T T T

T T T

 T  
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公式中 1I 、 2I 、 3I 分别被称之为T 的第一、第二和第三主轴不变量，也就是说他们的值

不随坐标轴的旋转而改变。此外，当我们用T 的三个特征根来表示主轴不变量时，我们

可以得到如下更加简洁的形式： 

 （1） 1 1 2 3I       

 （2） 2 1 2 2 3 3 1I          

 （3） 3 1 2 3I     

 假设我们沿着特征向量构建一个如图所示的长、宽、高分别为 1 、 2 、 3 的长方体，

我们可以看出 1I 、 2I 、 3I 实际上衡量的是长方体三个边长的和、三个面的面积之和以及

长方体的体积。 

 

图 6 长、宽、高分别为 1 、 2 、 3 的长方体 

关于张量更多方面的内容，可以参考张量分析[66]中内容。 

2.3.1 应变 

 形变梯度 

我们知道，任何物体在受到外力作用下会产生一定的变形，变形的程度称之为应变。

1

2

3

图 7 弹性形变示意图 
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为了方便在连续空间中衡量物体的应变，我们将利用张量来描述空间中每一点的应变情

况。我们假定某形变体在初始形状如图 7左边所示，在外力的作用下来，该物体产生形

变并形成了图 7右边的状态。那物体点 A和点 B的最终的坐标分别变成了 

 , tx = X + u X  

 + + ,d d d tx + x = X X + u X X  

如果物体的形变续性且可微，对于小形变，我们可以通过两式相减得到如下的关系式 

 d d dx = X + u X  

其中 2阶张量u 为位移梯度，主要用于刻画形变的局部变化率 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

=

u u u

X Y Z

u u u

X Y Z

u u u

X Y Z

   
   
 
   
   
 
   
    

u           (12) 

这里需要注意的是位移梯度中偏导数的计算是相对于初始坐标进行的，而实际仿真中当

前所处的时刻的坐标系与初始坐标系不一致。当坐标系不一致时，需要我们根据坐标系

之间的关系对张量进行变换，从而保证所有物理量的计算在统一的坐标系下完成。 

 另外，当我们直接将当前位置坐标x表示成起始坐标X 的函数时，即  , tx = x X ，我

们也可以根据公式 12 直接得到X 处的形变梯度F  

+ = F = I u x             (13) 

 小应变张量 

 下面我们利用微元来考察形变的程度，假设dx 和 dX 的长度分别为ds 和dS ，则 

   

    

T

1 2 1 2

T T

1 2

+ +

+

d d d d

d d

    

      

x x X I u I u X

X I u + u u u X
 

对于小形变，我们可以忽略其中的高阶项  
T

 u u ，从而可以定义小应变张量 为 

  T1

2
  u + u            (14) 

如果取 1 2= =d d dx x x， 1 2= =d d dX X X，通过变换我们可以得到 
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   

 

2 2

2
2

ds dSds dS

dS dS


  n n          (15) 

当n正好与坐标系的主轴方向一致时，我们可以看出小应变张量 对应对角线上的元素

衡量的正好是沿相应方向的伸长量，也就是说 对角线元素正好对应的是各个主方向的

伸长量。 

 同理，我们也可以验证当 1dX 、 2dX 分别取沿主轴方向且互相垂直的分量 ie 、  j i je

时， 2 ij 表示 1dX 和 2dX 夹角度数的减少量。 

 格林应变 

 尽管小应变张量几何含义比较直观，然而不足在于他无法用于描述大形变，也无法

正确处理旋转的情况，因而需要引入格林应变张量，其实形式为 

 
1

2

T E F F I               (16) 

类似的，我们也可以得出如下关系式 

   

 

2 2

2
2

ds dS

dS


 n En           (17) 

然而对于大形变，我们并不能简单的将等式左边简化为伸长量的比值。 

2.3.2 应力 

 牵引力 

 如图 8 所示，假设我们在形变体内部区域任取经过点P 且法线方向为n的微小曲面，

当曲面面积趋近于 0 时，我们可以得到点x处沿单位向量n的应力为 

0
= lim

S

d

S dS 





n

F F
t            (18) 
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 如果进一步将F 分解为平行n的分量 nF 和垂直于n的分量 sF ，我们可以分别得到法

向应力 n 和切向应力 n  

0
lim n n

n
S

d

S dS 


 



F F
            (19) 

0
lim s s

n
S

d

S dS 


 



F F
            (20) 

现在问题是，对于特定点的任意法线方向，我们如何快速计算改点处的应力。回答

这个问题需要借助柯西应力定理。 

柯西应力定理 

我们截取如图 9 的四面体，其中四面体体积为 dV ，斜面的面积为 dA ,三个与坐标面

平行的面的面积为 idA ( 1, 2,3i  ),根据力的平衡原理我们可以得到[116] 

1 2 3- 1 - 2 - 3dA dA dA dA dV  
e e e n

t t t + t a         (21) 

 

 

图 8 应力的示意图 

图 9 微元的动量平衡原理 
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当四面体的体积趋近于 0时，我们可以得到如下关系式 

1 2 3

    n e e e
t Tn T t t t，           (22) 

其中T 我们称之为柯西应力。 

 应力张量 

 根据柯西应力定理，形变体内任意一点的受力情况都可以用一个二阶应力张量来

描述： 

11 12 13

21 22 23

31 23 33

=

  

  

  

 
 
 
  

             (23) 

应力张量每一项的直观物理含义可以通过截取如图所示的微元立方体来表示 

 

 

从图 10 可以看出，应变张量对角线元素衡量的是三个主轴方向的法向应力，而其他

元素衡量的则是切向应力。此外根据角动量守恒原理，我们可以进一步到处如下关系式： 

12 21 31 13 23 23= =     ， ，  

也就是说应力张量是对称矩阵。 

线性本构关系 

本构关系是用来建立应力张量与应变张量之间关系的桥梁。对于小形变，我们通常

图 10 柯西应力张量示意图 
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用线性模型来建模，其一般形式为 

=C :               (24) 

其中C 为本构系数，是 4阶张量，共含有 81 个元素。然而在实际情况中，我们可以根据

材料的属性对本构关系进行简化。对于各向同性的材料而言，通过考虑材料的对称性，

我们可以将本构关系简化为 

   
1

= tr 2 tr
3

I 
 

  
 

              (25) 

其中 、  为 Lame 常量，分别控制材料法向和切向应力的强度。 

 非线性本构关系 

 尽管线性本构关系的材料实现相对简单，然而现实世界中大部分材料都是非线性的。

对于非线性材料，我们并不能简单的用如上的线性方程来描述应力和应变的关系。我们

一般用函数来表示应力应变关系，即 

 =              (26) 

相应的，本构系数可以通过对求偏导获得，即C =
ij

ijkl

kl




,这里下标为爱因斯坦指标。

此外，我们需要注意非线性模型的本构系数并非常量，它会随着物体的形变而不断发生

变化。所以实际仿真中，我们通常也会根据材料储存的内能来计算应力张量。假设某点

处材料的内能密度为  W=W  ,则我们可以通过以下公式计算该点处的应力张量 

W
=ij

ij





            (27) 

2.3.3 运动控制方程 

 物理世界中物质的运动一般需要遵循质量守恒原理、动量守恒原理以及能量守恒原

理。下面我们考察如何在欧拉坐标系下建立起物质的运动控制方程。 

 质量守恒定理 
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如图 11，我们选定在三维空间中的一个封闭区域，设它在 t 时刻所占据的空间区域

记为，边界记为。 ( , )t x 表示当前时刻介质的密度， ( , )tv x 表示速度，则介质从 t 时

刻运动到 t t 时刻时，封闭区域内介质质量的变化量为 

1

( , )t
m t dV

t


 







x

           (28) 

根据质量守恒定律，我们知道质量既不会凭空产生也不会凭空消失，因而变化的质量只

能通过封闭区域的边界流出（流入）。根据通量的定义，流经边界总量可以表示为 

2 ( , ) ( , )m t t t d  


  x v x S          (29) 

根据 1 2+ =0m m  ，我们可以得到如下关系式 

+ =0dV d
t




 




  v S           (30) 

依据散度定理，我们可以将以上公式转换为 

 + =0dV
t






 
  

 v          (31) 

考虑到的任意性，我们可以得到如下连续性方程，即任意点密度的变化量数值上等于

v的散度。 

 + =0
t








v            (32) 

 

图 11 流场示意图 
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动量守恒定理 

 

  

考虑如图 12 所示的微元及其受力情况，我们首先考虑 x方向的受力情况。假设 x方

向收到的外力为 xg ，则我们可以建立如下的关系式 

11
11 11

21
21 21

31
31 31

3111 21

x

x

x

dv
dV dx dydz dydz

dt x

dx dxdz dxdz
y

dx dxdy dxdy
z

g dV

dV dV dV g dV
x y z


  


 


 



 


 
   

 

 
   

 

 
   

 



 
   

  

       (33) 

当 dV 趋近于 0 时，我们可以得到 

3111 21x
x

dv
g

dt x y z

 
 

 
   

  
         (34) 

类似的我们可以得到沿 y 方向和 z 方向的关系式 

3212 22y

y

dv
g

dt x y z

 
 

 
   

  
         (35) 

13 23 33z
y

dv
g

dt x y z

  
 

  
   

  
         (36) 

图 12 流体动量守恒示意图 
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综上，我们可以得到介质运动的动量方程为 

1d

dt 
  

v
g             (37) 

2.4 本章小结 

 本章主要介绍了连续介质力学的核心思想，了解了其本质是对介质在宏观层面的一

种理想化抽象。同时我们介绍了连续介质力学中一些重要概念，主要包括场的定义、梯

度、散度、旋度等概念的定义以及其对应的直观物理含义，理清这些概念的直观含义有

助于我们对其定义进行推广。最后，本章主要介绍了张量、应力张量和应变张量的概念，

并且讨论了一些典型的本构关系以及运动控制方程，从而使我们了解连续介质力学中基

于微分方程的运动控制方程，也为下一章发展基于积分方程的非局部作用机理提供了理

论指导。 
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第三章 非局部作用机理研究 

3.1 非局部作用机理简介 

 虽然连续介质力学理论已经成为一种研究各种物理现象的一种有效手段，但是其存

在的不足和问题也很多，归纳起来主要有以下几点： 

（1）连续介质力学存在大量近似，从而使得其理论对于初学者来说晦涩难懂。 

要搞清楚这一点，我们就必须了解连续介质力学力学的发展历程。在计算机出现之

前，物理学家在研究弹塑性材料的时候为了保证可解性往往需要作大量的近似。比如在

研究 Euler-Bernouli 梁时，研究人员通常假设梁的横截面始终与中线垂直，而材料力学的

诞生主要就是为了研究特定限制条件下材料的近似解。这就要求研究人员在进行材料结

构设计时不仅能够根据近似解设计出符合条件的结构，同时也要求研究人员具备深厚的

理论功底，能够清楚地知道设计过程中所用理论存在的不足。同样，在连续介质力学的

发展过程中，也引入了大量的近似，比如我们要求应力和应变都是连续的，或者应力和

应变之间必须满足一定关系等，所有这些假设实际上无形中增加了理论的复杂性。但对

于一个新的从业人员来说，要想获得真实可信的计算结果就必须对理论中可能存在的近

似有深刻的认识，这无疑增加了入门的成本。 

（2）连续介质力学理论在求解特定力学问题的数值解存疑。 

我们知道连续介质力学主要通过求解微分方程的形式来获得数值解，其一般做法是

首先对仿真区域进行离散，然后通过计算每一个离散单元处的应力应变关系来获得全局

的解。而由于现有计算机实际上只能处理近似值，因而最终得到的解通常也只是近似解。

此外，对于特定的几何模型，我们甚至可以得到数值为无穷大的解，这俨然与实际的情

况不符。 

（3）连续介质力学并不适用于建模存在非连续性的介质。 

  由于连续介质力学的理论基石是连续性假设，因而其基本理论并不允许材料内部存

在诸如裂纹或者角点等不连续性特征的存在，从而就制约了其在模拟碎裂或者颗粒流等

方面的应用。我们以应变张量为例，由于其需要计算位移的梯度，而从微分的角度来看，

梯度的计算依赖于相邻两点间的方向导数，且要求极限情况下的方向导数收敛。而当该

点出存在裂缝时，我们并无法计算其方向导数，也就是说传统微积分理论对处理非线性
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介质时并不适用。为了解决连续介质力学这一不足，研究人员逐渐发展了一些其他理论

来解决非连续的问题，比如塑性力学、断裂力学等。尽管这些补充理论一定程度上弥补

了连续介质力学的不足，但是也极大的增加了理论和实现的复杂性。 

 正是由于连续介质力学存在以上不足，研究人员才逐渐发展出了非局部作用机理来

解决连续介质力学中的问题。我们知道，连续介质力学的基石是连续性假设，从而一般

采用微分方程来描述介质的力学行为。也就是说连续介质内任意一点的受力情况只与该

点处的应变有关，换句话说就是该点处的受力情况只与对应位置的位移导数相关。这个

假设很多时候并不成立，比如当我们在原子层面考察问题时，并无法定义位移导数。所

以，非局部作用机理摒弃基于微分方程的形式，它的核心思想认为介质的力学行为可以

通过邻域内粒子间的直接相互作用来实现，因而可以通过积分方程来重新描述介质的力

学行为[67, 68]。这样处理的好处是使得运动控制方程可以统一建模连续和非连续区域的

力学行为，而不用引入额外的技术来对非连续区域进行修正。接下来我们将介绍非局部

作用机理的基础。 

3.2 非局部作用量 

 本节主要根据连续介质力学中场、梯度、散度、旋度的定义及直观物理含义推导出

其在非局部作用机理中所对应的等效形式，并进一步给出一些基本定理的非局部作用版

本，为非局部作用机理的实际应用奠定基础。 

3.2.1 非局部场 

 根据场的定义，我们已知传统连续介质力学中，场的值仅与当前所处的坐标值x有

关。而在非局部作用机理中，我们需要考虑的量不仅与当前坐标有关，而且依赖于相隔

一定距离的点坐标 y 。因而非局部场可以定义为如下形式的函数 

 , x y              (38) 

这里 既可以是标量也可以是矢量，从非局部场的定义我们也可以看出局部场其实是非

局部场在 =x y条件下的特例，比较典型的非局部场包括万有引力、电磁力等远程作用力。 

 对于非局部场，我们重点将考察两种典型的非局部场，对称非局部场和反对称局部
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场，其中对称局部场满足下面的性质 

   , = , x y y x           (39) 

而反对称非局部场则需要满足如下条件 

   , = , x y y x             (40) 

下面我们探讨如何基于非局部场来定义通量、梯度、散度等基本概念。 

3.2.2 非局部通量 

 设 1 与 2 表示两个不重叠的区域，如图当 1 与 2 有公共边界 12 1 2    时，我

们根据连续介质力学关于通量的定义可以得出对于矢量场q ，区域 1 与 2 之间的通量大

小为 

12

dS


 q n             (41) 

 现在假设 1 与 2 直接并不存在接触的边界， 1 与 2 的体积分别为 1V 和 2V ，从 1 到

2 的通量为 Q  如果以下公式的极限存在 

 
1 20, 0

1 2

, lim
V V

Q

V V 




  
x y ，且    , ,  x y y x       (42) 

则我们称  , x y 为非局部通量密度。从定义我们可以看出  , x y 含义上近似等于局部

作用中的 q n ，但是需要注意的是两者的量纲并不一致。 

对于非局部通量密度，我们还可以得出以下几个重要的引理： 

（1） 自反性原理 

  3, 0d d


  x y y x R  

（2） 作用与反作用原理 

   
1 2 2 1

3

1 2, , 0 ,d d d d 
   

       x y y x y x x y R  

（3） 可加性原理 
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d d
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
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 

     

 

   

R

R R
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x y y x x y y x

R

 

3.2.3 非局部算子 

 下面我们来考察如何根据非局部场 来计算其散度   、梯度   和旋度   。

根据散度定理我们已知 

dV dS
 
   q q n           (43) 

根据其物理含义，我们知道等式右边实际上是衡量流出的通量，因此我们可以利

用非局部通量进行替换，从而得到如下基于非局部形式的散度定理 

   
3

,dV d d
 

  Ra x y y x          (44) 

其中  
3

, dR x y y 实际上衡量的是 x点去其他区域的通量密度。但现在问题是，在已知a

的前提下，我们如何求得  , x y ，这就需要借助 Schwartz 定理。 

 Schwartz 内核定理：假设 : U V  为线性映射且连续，则存在唯一的内核函数

 U V   使得以下等式成立 

         
3 3

, , ,v d v d d d
 

    R R
x a x x x y z a y z x z y x       (45) 

进一步的，当  , x y 具有反对称性，我们可以得到 

         
3

, , , , , , , d     Rx y x y z a y z y x z a z x z       (46) 

a 的广义散度则可以表示为 

       
3 3

1
, , , , , ,

2
d d     R R

a x y z a y z y x z a z x z y       (47) 

 但实际计算过程，含有三个自变量的内核函数计算量巨大，因此为了降低计算开销，

这里可以引入如下内核函数 

     , , =2 ,  x y z x y x z          (48) 

其中    表示脉冲函数，  ,x y 具有反对称性，通过将该式代入广义散度的定义，我们

可以得到 
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       

           

       

     

3 3

3 3

3

3

1
, , , , , ,

2

, , , ,

= , , , ,

, + , ,

d d

d d

d

d

 

 

   

     

  

   

 

 





R R

R R

R

R

a x y z a y z y x z a z x z y

x y x z a y z y x y x a z x z y

x y a y x y x a y x y

a x y a y x x y y

 

 



     (49) 

 根据前面的讨论，我们可以得出，对于任意非局部标量（矢量）场，我们都可以通

过选取一个内核函数来计算非局部场的广义散度。基于此，我们分别定义非局部场的梯

度、散度和旋度如下 

 定义：给定非局部  ,a x y 、  ,b x y 和向量场  ,c x y 以及反对称函数  ,x y 、  ,x y

和  ,x y ，我们可以通过如下公式计算 

（1）  ,a x y 的散度 

       
3

, + , , d   Ra a x y a y x x y y          (50) 

（2）  ,a x y 的梯度 

       
3

, + , , d   Rb b x y b y x x y y          (51) 

（3）  ,a x y 的旋度 

       
3

= , , + , d   Rc x y c x y c y x y          (52) 

 从定义看出，对于  ,a x y 和  ,b x y ，其既可以是标量，也可以是矢量或者张量。另

外，根据非局部作用量的定义，我们可以很容易验证如下关系，即： 

 
3

0d R a x ，  
3

0b d R x ，  
3

0d R c x         (53) 

3.2.4 等价关系 

 已知非局部算子的定义，接下来我们将探讨类似于连续介质力学中常用的等价关系，

在此之前，我们首先定义非局部散度、梯度和旋度的伴随算子  *
a 、  *

b 和  *
c 为 

     3* , = ,  a x y a a x y R  

     3* , = ,  b x y b b x y R  
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     3* , = ,   c x y c c x y R   

设u、v为非局部矢量场，u 、v为非局部标量场， = =  ，则我们可以验证如下恒等关

系式： 

 （1）   * =0u  

 （2）   * =0u  

 （3）     * *=tru u  

 （4）         * * *=u u u  

 在给出其他恒等关系之前，我们需要先探讨一下非局部作用量的作用范围。为了保

证计算的效率，我们通常假定非局部作用量的作用范围是有限的，即当超出一定范围之

后的区域将不再对中心点的量产生影响，基于此，我们引入作用区域的概念。 

 定义：如图所示，给定一个开区间，其作用区域 I 的定义如下 

  3:= \ , : , 0I x     y R x y  

 

图 13 四种典型作用区域
I 示意图 

此外，为了表示方便，我们额外引入一下三个量： 

       = , + , ,
I

d


   a a x y a y x x y y  

       = , + , ,
I

d


   b b bx y y x x y y  

       = , , + ,
I

d


    c x y c x y c y x y  

根据作用区域的定义，我们可以进一步得出如下三个恒等式 

 （5）    =
I

d d
  a x a x  
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 （6）    =
I

d d
  b bx x  

 （7）    =
I

d d
  c x c x  

 （8）      * =
I I I

u d u d d u d
   

    a x a y x a x  

 （9）      * =
I I I

d d d d
   

     b bv x v y x v a x  

 （10）      * =
I I I

d d d d
   

     w c x v c y x w c x  

 （11）第一格林定理： 

             * * * *=
I I I

u d u dv d dv vu
   

    x y x x  

 （12）第二格林定理： 

              * * * *=
I I I

d d d d
   

     w x w uxu wu y x  

3.3 非局部作用动力学 

3.3.1 态（State） 

 我们已知在传统连续介质力学中，描述介质的动力学主要通过应力、应变及其本构

关系来表示。顾名思义，其对物理场的连续性有严格的要求，因而对于诸如碎裂等现象

的模拟通常需要借助其他手段来克服裂纹或者边界处的非连续性。为了克服这一困难，

非局部作用动力学通过引入态的概念对应力、应变等概念进行了推广。 

 设 为以原点为中心、半径为 r 的球形邻域， n为 n阶张量，则n阶态的定义如下： 

 定义：n阶态是 到 n的一个映射函数 :n n A ，即 中的每一个元素都对应

一个 n阶张量。 

 从定义可以看出，对于  ，我们可以得到其映射 n A 为 n 阶张量，且记所有

n A 的集合为 n 。作为特例，我们可以得到当n为 0 时， 0 A 对应的是标量，所以

我们称 0 A 为标量态；类似的我们称 1 A 为矢量态、 2 A 为二阶张量态。 

 基于n阶态的定义，我们可以进一步定义如下的运算规则 
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 规则 1：设 nA 、 nB ，A 和B 的和（sum）定义为 

 + +  A B A B           (54) 

 规则 2：设 nA 、 2V ，A 与V 的组合（composition）定义为 

   A V A V             (55) 

 规则 3：设 m nA 、 nB ，A 和B 的点积（point product）定义为 

 
1 1 11 m n nm
i i j j j ji i

A B  AB          (56) 

 规则 4：设 m nA 、 nB ，A 和B 的内积（dot product）定义为 

 = d A B AB            (57) 

 规则 5：设 nA ，A 的长度(magnitude)定义为 

 = A AA            (58) 

根据内积的定义，我们可以进一步得到 mA 的模的定义 

规则 6：设 nA ，A 的模（norm）定义为 

A = A A            (59) 

 规则 7：设 nA ，A 的方向定义为 

 
0 =0

Dir
/




 





A
A =

A A

，如果

，其他
        (60) 

规则 8：设 1A B， ，则A 与B 的二阶张量积定义为 

= d     A B A B          (61) 

其中  表示权重。 

 基于n阶态定义，对于 1 阶态，其直观含义与连续介质力学中的二阶张量的含义是

类似的，即都是表示从一个向量场到另一个向量场的映射，然而两者的差别主要体现在

如下几个方面： 

 （1）n阶态对于 的连续性并没有要求，其既可以是连续也可以是非连续的； 
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 （2）通常来说，n阶态相对于 是非线性的； 

 （3）对于 1 阶态，其空间的维度是无限的，而二阶张量的维度是固定的，即 9。 

也就是说，态的定义比张量要广泛，因而在实际仿真中，基于非局部作用的方法可

以使我们更方便模拟传统连续介质力学模拟存在困难的问题，如碎裂等问题。 

3.3.2 非局部应变 

 在定义非局部应变之前，我们再次回顾一下连续介质力学中关于应变的定义。我们

已知在空间中的任意一点x，该点处的应变可以通过一个二阶张量E 描述。假设我们以x

为中心选取一个球形的微元邻域，那对于x领域内任意一点 x ，其形变后的位置 y 的位

置可以近似表示为 

 =  y y + E x x            (62) 

如果讲上述公式转换为  =  y y E x x ，且定义 =  x x，我们实际上可以将它转为基于

态的形式。 

 
图 14 非局部形变示意图。（左）连续性形变；（右）非连续形变 

设 Y 表示应变向量态，其一般形式就可以表示为 

=  Y y y            (63) 

其中 y 可以是相对于 x的任意函数，这也说明态的含义要比张量广泛，因此形变之后的

场既可以是如图 14（左）的连续形变场，也可以形成如图 14（右）所示的非连续形变场。

从图上可以看出，对于非局部应变，初始的球形形状可以映射为任意的几何形状，而传

统二阶张量只能将球形初始形状映射成对称的椭球型，也就是说二阶张量是 1 阶应变向

量态的一个特例。为了更加准确的描述两者之间的关系，我们引入态的扩张和收缩操作。 

 定义：给定一个二阶张量W，如果一阶向量态   W 与W之间满足以下关系 
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  =    W W x x，           (64) 

则我们称一阶向量态   W 扩展自二阶张量W。 

 同理，我们可以根据已知的一阶向量态得到对应的二阶张量, 为了表示方便，我们首

先引入单位向量态，即未发生任何形变的向量态如下 

=  X x x            (65) 

 定义：假设A 为任意向量态，为标量态，则我们可以通过如下缩减操作得到一个

对应的二阶张量 

    
1

 X XA XA           (66) 

这里 X X 是材料的初始形变张量，它可以反映形变之前邻域的几何形态。 

根据缩减操作的定义，我们可以很容易得出对于任意二阶张量W ，以下等式成立 

   W W            (67) 

3.3.3 非局部应力 

 类似于非局部应变的定义，我们同样采用一阶向量态来表示每一个点邻域内的受力

情况，且用 T 表示。在连续介质力学中，我们已知应变和应力的关系通过本构关系描

述。类似的，为了建立 T 与 Y 之间的关系，我们也需要通过采用本构函数来描述

应力和应变之间的关系。广义地来说， T 关于 Y 可以表示成如下的一般形式 

 = T T Y，            (68) 

其中表示除了非局部应变之外所有可能影响内部受力情况其他因素，诸如温度、粘度、

剪切率等。 

 理论上，我们可以选取任意的函数来建模应力和应变之间的关系，然而对于实际材

料，并不是任意选择的本构函数都可以得到符合物理真实的模拟结果。首先，我们要求

非局部应力满足角动量守恒定律(Angular Momentum Conservative)。关于这一点我们可以

通过以下定理来验证。 

 定理：对于给定的应力向量态 T ，只要其满足如下关系式 

=0d   Y T           (69) 
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则可以保证采用该本构关系的物体在运动过程中始终保持动量守恒。具体证明过程可以

参见[68]。 

 根据以上定义，我们可以看出，当 T 的方向与 Y 的方向一致时，我们可以保

证材料的动量守恒。因此当 T 与 Y 的方向始终保持一致时，我们称这样的本构关

系为常规本构关系，对于这样的材料，其应力可以表示为以下的形式 

 = Dirt  T Y           (70) 

作为特例，当 T 同时满足 =  T T 条件时，我们称符合这种特性的材料的本

构关系为基于健的本构关系，典型的材料如弹簧。最后当相邻点受力的方向不一致时，

我们称这样的材料为非常规材料，对于其本构关系，我们在处理过程中需要特别注意其

是否满足角动量守恒定理。图 15 所以给出三种典型本构关系的示意图。  

 

  

其次，我们要求材料具有客观性（Objectivity），即 

1= ,  T Q Y Q T Y Y Q          (71) 

其中 表示正交向量态，其作用是将向量旋转一定角度。 

 对于常规材料，我们可以验证如下定理： 

 定理：常规材料符合客观性当且仅当其满足如下条件时成立[68] 

图 15 三种典型的非局部应力 
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1= ,t t  Q Y Y Y Q          (72) 

  

 

弹性材料应力 

 对于弹性材料，其内能通常可以表示成  W Y ，因此其应力也可以通过计算如下公

式得到 

 = WT Y Y             (73) 

另外对于常规材料，我们可以验证其具有如下性质： 

（1） 存在一个标量函数满足w  

 = y , yW w Y Y  

（2） 对于该标量函数，我们有 

y = yt w  

3.3.3 运动控制方程 

 质量守恒定理 

我们首先将基于非局部作用机理对连续性方程进行离散 

 + =0
t








v  

假设我们已知任意两点间的通量密度  , x y ，则基于非局部作用机理的连续性方程可以

表示为 

 
     , + , =0+ ,

t
d


 




 

x
x y x y x y y         (74) 

关于  , x y 的具体定义我们将在下一章研究流体的过程中给出。 

 动量守恒定理 

 类似的，当我们已知材料的非局部应力 T 时，我们可以将连续介质力学中的动量

方程转化为如下的形式 
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   
1d

d
dt

  


      
v

T x T x g          (75) 

3.4 本章小结 

 本章首先讨论了连续介质力学存在的不足，归纳起来主要有三方面 

（1）连续介质力学存在大量近似，从而使得其理论对于初学者来说晦涩难懂。 

（2）连续介质力学理论在现代计算机上解的可靠性存疑。 

（3）连续介质力学并不适用于建模非连续性介质。 

为了解决上述问题，我们引入非局部作用机理并简要介绍了其核心思想是通过邻域

内粒子的直接相互作用力来建模介质的运动控制方程。随后，我们根据连续介质力学中

场、梯度、散度和旋度的直观含义在非局部作用机理的框架下重新定义了非局部框架下

的场、梯度、散度和旋度。同时为了建模运动控制方程，我们引入了和张量所对应的态

的概念，从而可以将连续介质力学中应力张量、应变张量等只适用于描述连续介质的量

拓展到适用于描述连续和非连续介质的应力态和应变态。最后，本章给出了基于非局部

作用机理的运动控制方程的基本形式。接下来我们将重点讨论非局部作用机理在流体仿

真、弹塑性材料模拟上的应用。 
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第四章 非局部作用机理在流体仿真中的应用 

4.1 引言 

在图形学领域，粒子法因其良好的拉格朗日特性而一直以来都被作为一种重要的仿

真方法来模拟不可压缩自由表面流。一般而言，模拟自由表面流的粒子方法大致可以分

为两类：其中一类是基于状态方程（Equation of State）来实现，具体实现策略包括基

于非迭代形式[9]和基于迭代策略[10, 15, 69]；另一类则是基于投影的方法，主要策略

也包含两种，即通过密度恒定[11]或保证流场散度为零[13]来实现。尽管所有这些方法

在模拟水花飞溅场景的时候都能得到比较理想的效果，然而当我们模拟比较精细的流体

特性时，现有方法都存在不足。一个典型的例子如图 16 所示，据我们所知，目前粒子法

依然无法有效的模拟这样的场景，主要难点体现在几方面：第一，诸如 SPH 这样的粒子

法存在拉伸不稳定性，也就是说当粒子之间存在拉力时，很容易导致数值断裂，从而破

坏流体的细节特征（如图中所展示的一些薄膜和拉丝等特征）。第二，基于粒子法的自由

表面流仿真在边界处存在粒子缺失的问题，从而严重影响仿真精度。第三，正是由于拉

伸不稳定和边界粒子缺失等问题的存在，导致在计算表面张力时计算误差较大，无法精

图 16 高速相机下的流体形态 



42                                                基于非局部作用机理的物理仿真方法研究 

 

确计算流体的表面张力，同时粒子法也无法有效建模自由表面处的一些附属特征，诸如

表面张力波的扩散等。 

 为了解决上述问题，我们首先来看粒子法的拉伸不稳定性和边界粒子缺失的问题。

一般来说，拉伸不稳定产生的原因不仅与当前的应力状态有关而且还与核函数的选择有

关。当粒子处于拉伸应力状态下时，粒子的运动就有可能变得不稳定[29]，直接的结果

就是可能导致粒子聚集到一起，更坏的情况则是导致整个仿真程序的崩溃，这也是拉伸

不稳定性名称的由来。为了避免产生拉伸不稳定，许多研究通过将负压强截断零[11, 13]

或者通过添加排斥力[16]的手段来消除拉伸不稳定的影响。尽管上述方法可以保证程序

的稳定，但是却严重影响仿真结果的精度，一种显然的瑕疵就是流体内部有可能凭空产

生空洞。但是，根据 Belytschko 和 Xiao[70]得出的结论，只要存在欧拉核函数参与拉

格朗日框架中物理量的计算，就不太可能彻底消除拉伸不稳定性。幸运的是，我们可以

通过提高粒子方法的精度来尽可能的减少拉伸不稳定性所带来的影响。我们知道，目前

粒子法的不精确性主要是由于边界处粒子的缺失造成,因此可以通过解决边界粒子缺失

的问题来提高计算的精度。 

近年来也有研究人员试图通过修正边界粒子的来提高计算精度。Nair 和 Gaurav[71]

首先提出了半解析（Semi-Analytic）方法来施加自由表面处压强边界条件，此外还对泊

松方程的拉普拉斯算子进行了修正，从而提高了自由边界条件的精度。杨等人[84]进一

步对压强力的计算方式进行了修正，从而使得算法可以精确处理负压强的情况。然而这

两种方法的局限在于前者只考虑拉普拉斯算子的修正，而后者则主要侧重于压强力的修

正。通过仿真实验我们仿真，仿真结果不仅与拉普拉斯算子有关，且与速度场的散度以

及压强力的表达形式都相关。如果每一项都是独立改进，最终结果也不一定能得到一个

稳定、精度的仿真结果。基于这一发现，本章将从非局部作用机理框架入手重新研究流

体的不可压缩性，并根据边界的粒子分布情况对靠近边界处的粒子进行额外处理来提高

计算精度，尽可能的降低拉伸不稳定性的影响。 

 受基于变分的仿真框架[37]和非局部方法[68, 72]的启示，本节基于非局部作用原

理提出一种模拟自由表面流的非局部仿真框架。在该仿真框架下，我们可以阐明拉普拉

斯算子以及梯度算子具体的离散形式以及他们之间应该满足的联系。此外，基于非局部

框架，我们可以进一步对边界处的精度进行修正。具体来说，本节研究的方法贡献主要

体现在以下几个方面： 
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（1） 提出一种基于非局部作用机理的不可压缩自由表面流的仿真方法，其可以有

效的解决消除粒子法中的拉伸不稳定性以及改进边界由于粒子缺失导致的精

度问题，得到高精度的仿真结果。 

（2） 基于 Helmholtz 自由能提出一种新的表面张力模型，该模型可以保证在边界

处粒子不足的情况下依然可以精确计算表面张力的大小。 

（3） 基于压力波提出了一种近似的表面张力波的计算方法，该方法可以直接在不

提取流体表面的前提下进行计算，从而避免了提取流体表面的过程，提高了

计算效率。 

4.2 相关研究工作 

 基于状态方程的方法 

最初的时候，图形学的研究人员通过采用（EOS）气体方程[8]或 Tait 方程来模拟弱

可压的流体。然而这类方法最大的限制在于要求的时间步长较小，从而仿真效率不高。

为了消除这一限制，Solenthaler 和 Pajarola[10]提出了 Predictive-corrective SPH

（PCISPH）方法，它通过不断迭代来修正流体的密度误差，从而使得可以选的时间步长

相比于传统弱可压缩 SPH 方法提升了两个数量级。He 和他的同事[69]则指出迭代方法的

收敛速度实际上与邻域的大小有关，因此提出一种基于局部泊松方程不可压缩流体求解

方法。类似的，Bodin 和他的同事们[14]通过引入约束条件来求解流体不可压缩性。最

近，Macklin 和 Muller[15]基于 PBD 方法提出一种具有更快收敛性的不可压缩流体求解

方法。更多关于基于状态方程求解不可压缩流体的相关内容也可以参考综述文章[28]。 

基于投影的方法 

 我们知道，基于投影的不可压缩 SPH 方法在计算机图形学中的应用一直不如基于 EOS

的方法发展顺利。其主要原因是压力泊松方程的求解精度严重受仿真粒子分布以及边界

粒子缺失等问题的困扰。为了改善这一情况，He 和他的合作者[12]提出了一种基于交错

粒子的方法来解决零能问题（zero-energy mode），但是该方法并未处理边界粒子缺失的

问题。Ihmsen 等人[11]则提出一个隐式的不可压缩性 SPH（IISPH）方法。但是，IISPH

方法属于精确投影方法，因此当流体压强不被截断到零时，依然存在压强的零能问题

[73]，从而影响仿真精度。 Bender 和 Koschier[13] 改进了 IISPH 方法，并通过迭代方
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式不断提升不可压缩性来最终达到不可压缩的条件。不幸的是，拉伸不稳定和边界粒子

缺失等问题依然存在。当然，也有其他一些研究人员另辟蹊径，通过一些混合方法实现，

比如利用均匀背景网格来求解泊松方程[74, 75]。 

 表面张力模型 

 粒子法关于表面张力模型的研究最初主要针对多相流展开[76]，因此大部分工作都

是基于连续表面力（CSF）方法计算表面张力。为了提高 CSF 模型的稳定性和计算精度，

Hu 和 Adams[77]在计算表面张力时通过计算一个应力张量的散度来完成。Sirotkin 和

Yoh[78]提出了一种新的平滑内核和梯度校正方法用以消除 CSF 模型在压缩状态变的不

稳定性。另一种表面张力的计算模型则主要通过直接计算颗粒间相互作用力（IIF）来完

成，如 Nugent 和 Posch[79]所采用的方法。通过适当的将排斥力和吸引力进行组合，

Tartakovsky 和 Meakin[80]利用 IIF 方法进行了有效的表面张力及流固耦合的模拟。 类

似的，Becker 和 Teschner[9]在模拟自由表面流时也采用了 IIF 方法。最近，Akinci 和

同事们[17]提出一种结合 CSF 和 IIF 各自优势的方法，从而可以用来模拟大强表面张力

的效果。 

 数值稳定性问题 

 虽然目前不少 SPH 方法都是通过截断压强值的方式来消除拉伸不稳定性，但是要想

得到精确的仿真结果，我们并不能简单对压强的数值进行修改，而是需要设计一套精确

求解压力泊松方程的算法。据我们所知，计算机图形领域只有很少一部分研究是致力于

解决上述数值问题。 Schechter 和 Bridson[20]通过生成虚拟空气颗粒来解决边界粒子

不足的问题，但是虚拟粒子生成的计算开销较大，且无法保证仿真的连续性。 为了消除

拉伸不稳定性，Macklin 等人[15]和 He 等人[16]则通过引入额外的压强力来抵消拉伸力

产生不稳定性,虽然这在一定程度上可以消除拉伸不稳定，但是额外压强力的引入也对流

体运动形态产生了一定的影响。当然，SPH 方法的数值稳定一直以来也是工程仿真关注

的热点和难点。尽管如此，目前依然没有找到有效的克服拉伸不稳定性的办法。关于数

值稳定方面的一个比较好的综述可以参考最近基于投影的 SPH 方法的综述[81]。 

4.3 不可压缩流体求解 

根据连续介质力学理论，当采用投影方法来求解流体不可压缩形式，我们需要求解
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以下连续性方程以及压强泊松方程 

*, ,
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其中表示流体所在区域，则表示区域边界，p 表示流体压强， 是流体密度， *
v 是

投影之前的速度场。根据变分原理，上述控制方程可以重新表述为一种基于能量最小化

的形式 
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根据公式 77，求解流体不可压缩性的过程实际上可以直观的理解为是利用压强力最大限

度的耗散动能的过程。所以现在问题变成我们如何利用无网格方法求解公式 77 达到能量

最小时的解。 

 

图 17 粒子分布示意图。（左）传统 SPH 粒子分布；（右）基于非局部作用机理的粒子分布 

 图 17 展示了传统 SPH 方法流体被离散化成粒子之后的形态，其中每个粒子带有一

定数量的物理属性，包括质量 im 、速度 iv 以及 ip 等。由于传统 SPH 中所有物理量都是

定义在粒子上，所以在接下来的讨论这中，我们称这种方法为局部方法。当我们将所有

局部物理量代入公式 77，我们可以将其离散化为以下形式 
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其中对于靠近边界处的粒子，其压强需要施加零边界条件。我们对其求相对于每个粒子

位置的偏导数时，就可以将其转化为一个线性方程组。从线性方程的形式我们可以看出，

从公式 78 导出的泊松方程属于精确投影。但是，Cummins 和 Rudman[73]指出精确投影

方法存在零能问题，因此压强场存在不自然的抖动。其主要原因就在于压强和速度的定

义都处在同一位置，这就促使我们基于非局部原理来重新对流体的能量进行离散。 
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 如图 17（右）所示，我们对流体的质量和速度进行了重新分布，即我们将流体的质

量和速度都定义成了如下形式的非局部场 

   , , ,ij i j ij i jm m x x v v x x          (79) 

此外，我们假设 ijm 所受到的压强力只与粒子 ,i j 有关，而且邻域内的其他粒子无关，即 ijm

所受压强的梯度可以表示为 

j i

ij ij

ij

p p
p

r


  n           (80) 

其中 ijr 表示粒子 i 与 j 之间的距离，   /ij j i ijr n x x 代表单位向量。将以上非局部物理量

都代入公式 77 我们就可以得出如下的形式 
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从其形式上我们可以看出，目前速度和压强的定义已经分离，从而可以有效避免压力场

抖动的问题。 

 下面我们主要考察如何定义非局部物理量 ijm 和 ijv ，我们已知传统 SPH 中质量与速

度都定义在粒子上，所以当对粒子的质量和速度进行重新分配时，我们需要保证其质量

和动量守恒。基于此，我们将非局部质量和速度定义为 

,
ij

ij i ij i

i

m m



 v v          (82) 

其中 ij 表示对称权重函数， i ijj
  。从上述定义我们可以很容易验证质量和动量是

否满足守恒定理。但是这里需要注意 ijm 与 jim 有可能并不相等，其主要原因在于粒子的

分布可能并不均匀，从而导致 ijm 与 jim 产生差异。当我们将公式 81 代入到并求导时，我

们就可以得到如下形式的线性方程组 
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当然在推导过程中，我们假设了流体的密度为常量。 

 自由表面边界条件  
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接下来，我们将重点考察如何施加合理的边界条件来提高计算精度。为了方便起见，

这里我们先定义一些常见的符号。对于邻域被自由表面边界截断的所有粒子集合，我们

记作 a ，而对于邻域被固体边界截断的粒子集合则记作 s 。此外，我们标记虚拟气体

粒子为 aj ，虚拟固体粒子为 sj ，而仿真粒子则标记为 bj 。 

 

图 18 边界粒子分布示意图 

图片 18（左）展示了一个典型的处于自由表面的粒子及其邻域的分布。受网格法在

处理自由表面边界条件上的启示[82]，我们也可以将虚拟粒子的压强设置为 0 并代替进

入公式 83 从而将其拉普拉斯算子的形式重新表述成新的形式 
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其中 
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通常情况下，我们并不知道 ˆ
i 与 iA 该如何计算，主要原因在于实际仿真中我们并没有真

正去创建空气粒子。但是，如果当粒子 i 的邻域只包含 aj 和 bj 两种类型的粒子时，我们

实际上可以利用半解释方法来近似的计算 ˆ
i 与 iA 的值。其核心思想是在仿真开始之前构

建一个邻域完整原型粒子，然后根据其计算两个阈值 0 与 0A 。实际仿真过程中，我们就

利用这两个值对每个粒子进行如下形式的归一化 

   0 0
ˆ ˆ ˆmax , max ,i i i iA A A    ，          (85) 

也就是当邻域粒子存在缺失时，我们就用一个根据原型粒子计算得出的值对其进行替换。

该方法虽然只是一种近似，但是可以较大程度的提升仿真精度。 
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 固体边界条件 

 在传统 SPH 方法中，固体边界条件的施加主要通过创建固体边界粒子来实现[83]。

尽管通过创建固体边界粒子的方法施加固体边界条件的方法实现简单，但是也造成了额

外的存储和计算开销。因此本文采用类似于施加自由表面边界条件的方法来施加固体边

界条件。图 18（右）展示了处于固体边界处理的一个粒子及其邻域。根据速度场的分布，

我们已知 sij
v 的初始速度为 iv 。当粒子 i 靠近固体边界时，我们就需要对其速度进行修正，

保证其不会穿透固体边界，因而要求修正后的速度满足以下关系式 

 1 0s s

t s

iij ij

   v v n            (86) 

其中 s

iv 表示的是固体边界距离粒子 i 最近点处的速度。直观的来说，公式 86 实际是保证

流体沿 sij
n 方向的通量为 0，所以流体不会从这个方向渗透进入固体。另外，根据速度的

更新公式 

1 *

0

s

s s

s

ijt

iij ij

ij

p pt

r


 
  
 
 

v v n           (87) 

得出，我们在求解压强泊松方程的时候实际上并不需要计算 sj
p 。我们唯一需要做的只是

对边界粒子的 ˆ
i 与 iA 值进行如下形式的修正 

 02
ˆ ˆ ˆ, max , .

b

ij

i i i

j ij

A
r


                (88) 

这样，压强泊松方程的拉普拉斯算子已经根据相应的边界条件进行了修正，剩下的

就是对等号右边的散度项进行修正。根据粒子的分类，我们已经知道散度项主要由三部

分组成，第一部分是来自其他流体粒子，其形式已经在公式 83 给出，而第二部分则是由

虚拟空气粒子产生，其形式可以表示为 

*
1

ˆa

ija i
ij

j i ijt r



 



nv
          (89) 

最后一部分则是由虚拟固体粒子产生，其表达形式为 
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1

ˆs

s
ijs i

ij

j i ijt r



 



nv
          (90) 

但是根据前文的讨论，我们在实现过程中实际上并不生成任何虚拟粒子，因而假设对于

某个粒子如果邻域粒子并不缺失，那么它应该满足如下关系式 

1
0

ˆ

ij

ij

j i ijr



 
n

           (91) 

我们将该关系式代替入公式 89 和 90 并合并所有散度项可以得到如下公式 

** *

* *

, .
ˆ ˆ1

, .
ˆ
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b

b

ij i ij si
ij

j j i ij
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j i ij
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j j ij
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otherwise
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 




 
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



  
 





v vv v n

v v n
       (92) 

现在我们就可以对压强泊松方程进行求解，然后根据得到的压强场对速度场进行更

新，在利用压强对流体速度进行更新的过程中，我们同样需要考虑边界条件的影响，所

以压强力的计算公式如下 

 0

,
ˆ1

,
ˆ

  
b

b

ij ij a

j

j i ijp

i

ij ij

j i

j i ij

p i
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p p otherwise
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

























n

F
n

        (93) 

此外，如果当粒子属于 s 我们还需要考虑边界对粒子速度的影响，因此需要额外增加以

下形式的修正项 

 *1
ˆ

b

ij s

i i i i ij
i





 
        

 
v v v n n         (94) 

 下面我们通过测试标准测试样例来检验本文提出方法的准确性以及在消除拉伸不稳

定方法的有效性。第一个实验主要测试流体在正压强的作用下的稳定性，如图 19 展示了

四种典型方法在 0.8t s 时的流体形态。其中我们可以看出精确投影方法存在零能不稳定
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性，而近似投影方法都可以取得较为精确的仿真结果。 

 

图 19 四种典型方法在测试拉升 Benchmark 的实验结果(从左到右依次为 SSPH[12]、DVSPH[13]、SASPH[84]

和本文中的方法)。 

为了进一步比较各自的精度，图 20 对样点 B 处速度曲线进行了比较，我们发现在当压强

力为正时大部分算法都可以较为精确地求解流体的不可压缩性。其原因在于拉伸不稳定

性的问题通常只存在于负应力区域。所以，接下来我们主要考察当压强为负时，各算法

的稳定性。 

 

图 20 拉升 Benchmark 精度比较 

 为了考察流体在负压强力作用下的稳定性，我们考虑如图 21 所示的测试样例。其初

始形态为一个正方形，并且给予一个初始角速度 。由于其有运动是完成扩展，因此其

主要承受负压强力。 
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图 21 旋转 Benchmark 示意图[85] 

尽管这个测试样例对于诸如有限体积法来说并不存在难度，但是对于粒子法来说，

由于拉伸不稳定性的存在，使得传统 SPH 方法很难通过该样例的测试。图 22 展示了几

种典型的方法在模拟这一场景时的表现。从中我们可以发现，只有我们的方法在 5t s 时

依然保持较好的稳定性。 

 

图 22 拉升 Benchmark 测试结果比较。前四组表示 1.7t s 时刻的结果(从左到右依次为 SSPH[12]、

DVSPH[13]、SASPH[84]和本文中的方法)，最后一组表示表示本文方法在 5t s 时刻的结果。上排未对粒

子进行校正，下排则是对粒子进行一定校正之后的实验结果。 

 最后，由于 SPH 仿真精度通常受粒子分布的影响，因此我们也可以通过采用[15]中
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的方法来对粒子分布进行一定的校正，从而得到更加精确的仿真结果，如图 17 下排实验

结果所示。但是我们也注意到，粒子的重新分布并未对其他方法的精度的提升带来太多

影响。 

4.4 流体表面张力 

 接下来我们将重点考虑如何计算精确的表面张力。我们已知在连续介质力学中，表

面张力一般都是通过计算表面法向的散度得到。但是对于粒子法，我们并不确定流体表

面的具体位置，因而通过计算法向散度的方法不仅精度低，而且稳定性差。因此，本文

将采用基于能量的形式来计算流体的表面张力。 

 根据 Helmholtz 自由能的定义，我们知道靠近边界处的流体的自由能可以表示为 

2
( )

2V
f c c dV

 
   

 
          (95)  

其中 c表示浓度场， ( )f c 表示内能， 是二次项系数。当某一点完全处于流体内部时，

我们可以认为 c的值为 1，而如果 c完全处于外部时则为 0，其它时候 c可以是 0 到 1 之

间的任意值。从该定义我们可以看出，此时流体边界已经不是传统意义上没有厚度的表

面，而是具有一定宽度且连续变化的过渡带。而表面张力的作用其实是使得过渡带的面

积尽可能的小。 

 基于上述思想，我们定义粒子上每一点处 c的值为 1，然后通过以下公式计算其梯度 

,

h

j j i ij

j

i h

j ij

j

V c W

c
V W



 




          (96) 

其中V 表示粒子的体积，W 为权重函数。在计算表面张力时，我们假设
2

2
c


 所形成的

场连续，且全局能量最小化可以通过最小化每一个点的能量来实现。因此我们就可以得

到如下形式的表面张力计算公式 

2
s 2| |

2 2

h

i i i i i j j i ij

j

V c VV c W
  

      
 

F        (97) 

从上述定义我们可以看出，如果当粒子处于流体内部时由于粒子的均匀,因而 jc 的值会

近似等于 0，这也与表面张力值存在于流体表面区域这个假设相符。而当粒子处于流体
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表面附近时，其受力情况如图 23 所示 

 
图 23 三种典型表面结构边界粒子受力情况示意图 

但是，公式 97 的不足在于其并不满足动量守恒定律。因此，如果要保证动量守恒，我们

就需要用到以下形式的表面张力计算公式 

22

s

2 2

i j h

i i j i ij

j

c c
VV W


   
  
 
 

F         (98) 

相比于传统基于表面法向的方法，本文方法由于基于自由表面能来定义，从而即使

在粒子稀疏区域也同样适用。此外本文方法不仅可以精确计算凸表面的表面张力，同时

也适用于计算凹表面的表面张力，图 24 对比了集中典型方法在计算表面张力时的效果。

可以看出，只有本文方法可以得出比较精确的计算结果。 
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图 24 表面张力比较，从左到右依次采用的基于 CSF 的方法、IIF 方法和本文方法 

 大气压力建模 

 流体表面区域除了受表面张力的影响之外，同时也受到空气压力的影响，一个直观

现象是由于大气压力的存在，流体在流经固体表面时会在固体附着力及大气压力的共同

作用下沿着固体边界流动。为了建模这一现象，Schechter 和 Bridson[20]提出在流体自由

表面外侧生成空气粒子来实现，但是生成空气粒子会消耗大量的计算开销和存储开销。

为了克服这一困难，本文提出采用虚拟空气粒子的方法来建模大气压力对流体的影响。 

 

图 25 虚拟大气粒子分布示意图 
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图25展示了流体外空气区域的虚拟粒子，注意这些空气粒子在仿真的过程并不存在，

我们实际是将它们对流体粒子的作用进行了转换，从而使得实际仿真过程中并不需要真

正去创建这些虚拟粒子。下面我们讨论具体的转换过程，设 atmp 表示大气压强，根据 SPH

理论我们可以得出空气粒子对粒子 i 的作用力如下 

a

atm

h

i i k i ik

k

V p V W  F            (99) 

而我们已知，当粒子填充满整个粒子 i 的邻域时，我们有如下关系式 

1h h

j i ij k i ik

j k

V W V W      0          (100) 

其中第一项表示内部流体粒子对粒子 i 的作用，而第二项则表示空气粒子对粒子 i 的作

用。利用这一关系，我们就可以将大气压力转换为以下的形式 

a

atm

h

i i j i ij

j

V p V W F           (101) 

从转换之后的形式我们可以看出，我们在计算过程中并没有空气粒子参与，所有计

算依然是在原始的流体粒子上完成，这样的好处是在不降低仿真精度的前提下可以节省

创建空气粒子的计算和存储开销。图 26 是本文方法与之间的对比，我们几乎看不出有何

差异，但是我们通过比较两者的效率方法，本文方法的额外计算开销非常小，且不会随

着仿真的进行而产生剧烈波动。 

 

图 26 本文方法与[20]的动态效果比较 
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图 27 本文方法与[20]的效率比较 

 下面我们通过实验来展示本文方法在模拟表面张力上的优越性。图 28 不同表面张力

系数条件下的 Plateau-Rayleigh 不稳定性。图 29 模拟不同组合表面力作用下的所取得的

不用仿真效果。最后，图 30 展示了我们的方法在建模精细流体细节特征上的优势。 

 

图 28 Plateau-Rayleigh 不稳定性效果模拟。 
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图 29 不同表面力组合所展示的效果。（左）只施加表面张力的效果；（中）只施加大气压强力的效果；（右）

同时施加表面张力和大气压强力的效果。 

 

图 30 本文方法在产生精细流体细节方面的能力。 

 

4.5 流体表面波 

 接下来我们考虑表面张力波的模拟。我们知道真实世界中的表面张力只在流体表面

上传播，因而通常的做法是需要先提取流体的表面，然后在流体表面求解波动方程。但

是，由于基于 SPH 的流体模拟并不存在流体表面，因此我们无法通过在流体表面求解波

动方程来模拟表面波。为了克服这一困难，本文通过压力波来近似模拟表面张力，整个

算法流程如图 31 所示 

 

图 31 表面波模拟流程图 
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从图上可以看出，整个仿真分为两部分：第一部分为基于 SPH 方法的流体模拟，主

要用于求解流体的不可压缩性以及产生正确的表面张力效果；第二部分则是表面波的模

拟，而这两部分的联系则是通过表面能的转换来进行。也就是说当流体表面能足够大时，

就会产生波动方程的源。下面我们分别讨论波动方程源的产生方式以及波动方程如何求

解。 

 首先我们讨论如何对表面波的过程进行建模。由于我们在求解波动方程的过程中并

不移动粒子的位置，也就是说，波的产生实际是由于粒子相对于中心点位置的震动而引

起的。因此，我们拟采用声波的扩散模型来近似模拟流体表面波。假设 ̂ 表示声波的波

动密度且其值的改变只能通过声波的压缩和扩展而引起，因而其运动控制方程可以表述

为如下的形式： 

2
2 2

02

ˆ
ˆ

D
c

Dt


            (102)  

其中 0c 表示声速。尽管从波动理论上来说，声波和流体表面张力波本质上都是由于震动

引起的，因而存在相似之处。但是这两者存在本质的差别，首先声波的传播是在三维体

内进行的，而表面张力的波则只在流体表面进行，因而如果我们直接用公式 102 来模拟

表面张力波的话会产生不自然的效果。当然，我们也可以通过检测表面粒子，然后只在

表面粒子上求解波动方程。但是，我们知道 SPH 中表面粒子的检测并不精确，所以很容

易由于表面粒子检测的偏差而引入噪声。为了克服这一问题，我们引入如下的平滑操作

来降低波扩散过程中的噪声 

  2

max min max

ˆ( )
ˆ( ) ( )i

i i

D
b

Dt


      

x
x         (103) 

其中 max 和 min 为两个正系数，用于控制平滑操作的强度， ib 用于指示粒子是否处于流体

边界处，其具体定义如下 

2

0 10, ( ) and ,

1, otherwise
 

.

i i
i

B B
b

   








x
          (104) 

0B 和 1B 为两个常量， ( )i x 的计算方式同上一节计算 c的梯度。直观来说，当粒子处于

流体边界时，我们施加幅度较小的平滑操作；而当粒子处于流体内部时，我们将施加较

大幅度的平滑操作，从而使表面波的传递尽可能只在流体表面进行。图 32 展示采用了这

一策略之后的效果 
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图 32 波在 Stanford Bunny 模型的传递。（左）未进行平滑操作的效果；（右）进行平滑操作之后的效果。 

 下面我们讨论如何求解公式 102 的波动方程。由于其属于二阶偏微分方程，因此我

们引入一个额外的物理量 ̂ 用于表示波动密度的变化率。根据隐式 Newmark-  方法，我

们可以将其离散为如下的形式 

 1 2 2 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆt t t t t

i i i i i it C                    (105) 

其中 t 表示时间步长， 2 2

0 max min max

1 1
( ( ))

4 2
i iC t c t b        。 

对于其中的拉普拉斯算子，我们可以利用[86]的方法将其离散为 

 2

2
ˆ ˆ ˆ4

( )

i j

i i j j i ij

j i j

C C
C m W  

 


  


           (106) 

其中 _m j 表示邻域粒子的质量， /W W d    。此外我们假设每个粒子的质量都相等，

因而可以保证最后的线性方程组的系数矩阵是对称且正定的。当求得 ̂ 之后，我们就可

以按照以下公式对 ̂ 的值进行更新 

 1 12
ˆ ˆ ˆ ˆ .t t t t

i i i i
t

      


             (107) 

 波源生成 

 确定了波动的运动方程之后，我们就需要根据流体的运动形态来决定哪些区域应该

生成流体表面波。在传统模型中，我们知道表面张力波产生的区域一般为流体表面曲率

较大的区域，而根据前面流体自由表面能的讨论，自由表面能一定程度上反映了表面的

曲率，因此我们可以根据每个粒子自由表面能的大小来决定生成表面张力波的区域。我

们先计算粒子 i 存储的自由表面能 
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2

,

1
( )

2
s i i ie m   x             (108) 

当流体从 t 时刻运动到 +t t 时刻时，粒子 i 自由能改变量为 1

, , ,

t t

s i s i s ie e e   。而根据能量

守恒定理，我们假设粒子 i 自由能改变应该相应的引起自由表面波的变化。基于这一假

设以及内能与压强的关系式 2

0
ˆp̂ c  和 ,

ˆ
i s ie   ，当流体自由表面能发生改变时，我们

可以按照以下公式对波动密度进行更新 

2 2 2

0 ,2

0

1 1
ˆ ˆ ˆ

2

new t t

i i i s it c e
c

  
 

      
 

         (109) 

这里注意我们并没有直接利用 ,s ie 去改变波动密度，而是通过求解拉普拉斯方程来实现，

这么做的好处是可以保证总质量的守恒。 

 图 33 展示了叠加了表面张力波之后的效果，我们可以看出本文方法又可以有效的模

拟自由表面波的产生和扩散过程。 

 

图 33 表面波叠加前后效果对比 

 图 34 则模拟了水滴溅起皇冠形态时的表面张力波的形态及扩散过程，通过和真实照

片的对照，我们可以发现本文方法模拟和真实照片中波的效果非常相似。 
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图 34 本文仿真结果与真实照片的效果对比 

 

4.6 多相流边界控制 

此外，非局部作用思想可直接用于对多相流的边界进行控制，从而实现可溶和不可

溶流体的统一仿真模拟[38]。如下图分别展示可溶和不可溶的流体模拟。 

 

图 35 通过直接边界控制实现的多种流体相容情况 

  

图 36 水下气泡仿真及气体预冷凝结相变过程模拟 
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4.7 本章小结 

 本章主要研究了非局部作用机理在流体仿真中的应用。为了解决长期以来一直困扰

传统 SPH 方法的拉伸不稳定性以及边界粒子缺失等问题，我们首先利用变分法对流体的

不可压缩性问题进行了重新定义，从而使我们可以将其转化为最优化问题进行求解。同

时我们提出半分析法用于解决边界粒子缺失的问题，从而保证在不增加计算开销的前提

下增加仿真的计算精度。接下来，我们针对自由表面流中表面张力计算不稳定精度差的

问题，利用 Helmholtz 自由能提出了一种新的表面张力模型，保证即使在稀疏采样的前

提下依然可以得到稳定可靠的表面张力计算结果。最为，为了增强表面细节，我们利用

声波近似模拟了表面张力波的生成和传播的过程。 



 

 

第五章 非局部作用机理在弹塑性材料仿真中的应用 

5.1 引言 

我们知道弹塑性材料无处不在，且能表现出相当复杂的行为。如果仅仅是在一维空

间中动态建模弹塑性材料的弹性和塑性行为相对来说还比较简单直观。然而，如果我们

将仿真扩展到更高维度空间，材料的变形和塑性屈服将由于材料刚度和几何拓扑的多样

性变得相当复杂。如何找到一个可以自然处理任意维度空间下材料的弹塑性行为一直是

计算机图形学中研究的重点和难点。尽管研究人员已经广泛研究了各种不同变形体的模

拟方法和工具，目前方法在统一建模不同维度的弹塑性材料上仍然具有很大的局限性。 

首先，基于结构化粒子的方法在处理拓扑变化方面非常有效，但是其在弹塑性材料

的模拟中的依然存在许多局限。目前，基于非结构化粒子进行弹塑性材料模拟的工作主

要基于广义移动最小二乘法（GMLS）[87, 88]，SPH 方法[89]以及局部 Petrov-Galerkin

方法[90, 91]。由于这些无网格方法都是基于经典弹性理论中的微分方程，因而仿真结果

可能对底层粒子的分布非常敏感，从而造成仿真结果不稳定。此外，这类方法的不足主

要是无法计算非连续边界处的偏导数，从而无法建模设计碎裂的材料。克服这些困难的

一个可能的解决方案是应用基于位置的方法[48, 92]，这类方法的核心思想是通过直接对

粒子的位置进行约束来近似的建模弹性材料的形变行为。这种方法的优点在于效率高且

算法稳定，不足在于由于它是直接基于位置约束，因而丢失了很多物理信息，因而不能

产生许多有趣的弹性材料行为，比较典型的如泊松效应。 

近来，随着非局部作用机理研究的深入，越来越多的研究人员开始意识到非局部作

用机理在解决非线性问题上的优势。其中近场动力学（Peridynamics）作为一种典型的非

局部作用方法，已经在无网格方法中得到普及且成功用于建模不连续形变问题，如断裂

[93]。近场动力学在最初提出来的时候主要基于键力模型[94]，即假设相邻两个粒子质点

之间的力仅仅依赖与这两个质点。不过，Silling 很快发现这样的假设无法真实的建模很

多材料，比如具有不同泊松系数的材料。因此 Silling 和同事[67]对模型进行了扩展，并

引入了态的概念，从而使得粒子对之间的受力不仅与这两个粒子相关，同时也与粒子邻

域内的其他粒子也相关。这一拓展使得近场动力学可以有效模拟基于键力模型无法建模

的材料。然后其在建模弹塑性材料的时候对时间步长有限制。当时间步长太大的时候常
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常会导致仿真的不稳定。为了克服这一不足，本文基于近场动力学和投影技术提出了一

个快速、稳定的基于态的无网格动力学框架用于统一建模多种弹塑性材料。由于近场动

力学在建模过程中使用积分方程而不是微分方程构建其动态方程，该属性允许我们设计

一种特定的本构模型，从而使得我们可以采用稳定的隐式投影技术来求解动力学方程。

研究过程中，本章的主要技术贡献包括以下几个方面： 

 （1）我们提出了一种隐式积分迭代方法用于高效求解新的本构模型，这种方法不仅

可以处理大块体的材料，还可以不经修改的处理薄壳和绳索等低维度特征材料。 

（2）我们基于近场动力学提出一种新的建模塑性形变的方法。为了消除低维度材料

形变张量的奇异性，我们通过直接修改初始形状的位置来反应材料的塑性形变，从而保

证即使出现退化的情况也依然能正确处理材料的塑性形变。 

（3）我们对本构模型进行了一定的拓展，过采用基于位置的方法来求解流体的不可

压缩性以及根据材料的粒子分布动态调整材料的强度，使得我们的方法可以很容易的建

模颗粒材料以及粘弹性流体。 

实验结果表明我们的方法可以真实地模拟包含弹塑性提、壳、杆、粘弹性流体以及

颗粒流在内的材料。另外由于本文方法可以在统一框架下建模多种不同的材料，因而也

非常适合模拟材料为外界条件变化而引起的相变。此外，由于我们采用了隐式的投影求

解技术，求解器可以有效地处理大形变和大时间步长，比如我们可以将时间步长设定 1 / 

30s，却依然得到稳定的仿真结果。最后，本文提出的方法具有高并行性，因而也非常用

GPU 对其进行加速。 

5.2 相关研究工作 

 在图形领域，对于弹塑性材料的模拟一直以来都是重点，因此一直以来都有研究人

员试图用不同的方法进行研究，期望找到一种既方便又有效的方法。目前主流的方法大

致可以分为两类，一类是网格法，其代表为有限元方法；另一类则是无网格方法，包括

光滑粒子动力学（SPH）方法、质点网格法（Particle in Cell）以及基于位置的方法

（Position-Based Method），下面重点介绍无网格方法在建模弹塑性材料方法的研究进展。 

光滑粒子动力学方法（SPH） 

 尽管 SPH 方法初期主要用于对流体进行建模，但是随着 SPH 方法的发展，已经有越
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来越多的研究人员将 SPH 的应用拓展到建模弹塑性材料上。早期 Desbrun 和 Gascuel[7]

就提出了利用 SPH 技术进行形变体的模拟。后来 Pavia 和他的同事[95]使用 SPH 对非牛

顿流体进行了模拟，如熔化现象。Solenthaler 和合作者[89]开发了一种利用 SPH 方法统

一模拟流体和变形体的方法。随后，为了解决旋转不变性的问题，Becker 和他的同事们

[56]提出了一种让初始形状随形变一起运动的弹性形变模拟方法，从而有效克服传统小

形变模拟无法处理旋转的问题。Gerszewski 和合作者[96]则对该 SPH 方法又做了进一步

的拓展，从而可以用来模拟弹塑性材料。 Alduán 和 Otaduy[97]则通过使用预测校正方

法实现了颗粒材料中摩擦力和内聚力的计算，从而可以一定程度上模拟沙粒的运动特性。

最近，Jones和他的合作者[98]引入了一种通过嵌入式形变张量的方法用于模拟弹塑形变，

取得了不错的效果，但是不足在于他们的方法无法处理低维度的几何特征，如布料。 

质点网格法 

质点网格（PIC）方法存在很多的变型，图形学领域内用的比较多的包括物质点方法

（MPM）[64]，流体隐式粒子（FLIP）方法[36]和仿射粒子单元法[99]，实验证明该类方

法非常适合建模颗粒状的材料，如沙和雪。另外，研究人员还致力于用这些方法对其他

一些仿真现象进行模拟，主要包括熔化和固化过程的模拟[100]、基于非线性模拟的牛顿

粘弹性材料[101]、颗粒材料[65]和粘弹性流体、泡沫和海绵[65]等。其中，MPM 在模拟

弹塑性材料的时候有效，并且与本文采用的方法也有一定的相似之处。不同在于 MPM

在计算涉及偏导数的物理量时都是通过在背景网格上计算生成的，比如形变梯度，而我

们的方法则是纯粹的拉格朗日方法，即所有相的计算都是再粒子上完成的。这一差别使

得 MPM 方法适用于建模大块体的弹塑性材料，却不太适合模拟具有多维度特征的材料。

据我们所知，如何模拟主要薄壳体状材料一直以来都是 MPM 方法的难点。此外，MPM

也不适用于处理极端大形变，比如将兔子完全压扁之后的恢复过程。一种补救方法是通

过将拉格朗日框架整合进入 MPM 中，也就是在粒子层面做额外处理[102, 103]，然而整

个实现过程相对麻烦。而本文提出的基于非局部作用机理的方法可以统一处理任意维度

的材料，也可以处理极端大形变和保证大时间步长下的稳定性。 

基于位置的方法 

基于位置的方法（PBD）不同于传统的基于力的方法，也就是说它在计算过程中并

不对受力情况进行计算，而是直接通过几何约束来模拟材料的弹塑性行为。这一特性使
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得 PBD 方法的稳定性非常好，保证基于弹簧[48]和四面体网格[92]的方法即使在大时间

步长下依然能够稳定运行。随后，Macklin 和 Müller[15]对 PBD 方法进行了扩展，从而

使得 PBD 也可以基于非结构化的粒子来模拟不可压缩的流体。基于这些技术，Macklin

和同事们[104]通过同时使用结构化粒子和非结构化粒子构建了一个基于 GPU 的统一仿

真框架，用于有效模拟多种材料之间的交互作用。但是 PBD 方法的一个明显不足在于其

求解器所需的迭代步数与积分采用的时间步长息息相关。为了克服这一难点，Bouaziz

和合作者[53]将弹塑性材料的控制方程转化为其对应的能量方程，然后可以基于能量最

小原理来求解一个二次项形式的方程。这样我们就可以将约束问题分解为包含非线性项

和线性项的两部分，对于其中的非线性项，其具有高并行性，因而可以完全利用 GPU 对

其进行加速，而其中的线性项由于系数矩阵是固定的，因而我们可以在预计算的时候就

完成对系数矩阵的分解，从而极大的提高求解的效率。 

5.3 弹性材料建模 

 在弹塑性材料的建模中，其最终的部分就是本构关系的建立。在这一节，我们将设

计一个新的二次能量密度函数用于构建应力和应变之间的本构关系。该本构模型由于采

用的是基于非局部作用的思想，因而摒弃了传统模型中处理大形变时对旋转矩阵的依赖。

同时，新的本构模型允许我们通过采用投影的方法来隐式的求解动力学方程[53, 55, 

105]，保证了仿真算法的稳定性。 

 我们首先回顾连续介质力学理论中关于能量密度的一种典型形式，其定义如下 

 
2 2

1 ,
2

E E EF
J


    F R          (110) 

其中 EF 表示形变梯度张量， ER 表示旋转矩阵， det?E EJ  F 表示二阶张量的第三不变量，

, 表示 Lame 系数。在模拟诸如雪这样的颗粒材料时， , 的值通常可以表示成关于 EF

的函数。我们知道，上述关于能量的定义可以有效的建模大块体的弹塑性材料。但是，

它却存在几个不足。其一是当发生极端大形变时，我们需要通过采用诸如奇异值分解这

样的特殊处理来避免产生形变梯度退化的问题。其二则是该能量模型不适用于多维度特

征材料的建模，主要原因是它的形式无法反应弯曲所产生的形变能量，因而在模拟布料

的时候通常需要引入额外的结构来建模布料的弯曲形变。为了解决上述的两个问题，我

们决定基于非局部作用机理设计一种基于邻域及积分形式的本构模型。我们假设形变体
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的内能并不是存储在中心点上，而是存储于相邻的点对上。另外受有限元理论的启发，

我们假设某点处所有的领域点对所对应的形变梯度F 是一样的，也就是说，对于领域内

的任意一点，其形变之后的位置都可以表示为
*
Y Fɝ的形式，其示意图如图 37 所示 

 

 

根据近场动力学理论，公式 110 的能量密度函数则可以转化为如下的形式 

2

dev w d
 

 
 
  
 
 


F R

ɝ
X

         (111) 

再不引起歧义的前提下，我们将忽略了下标  
E

 和  
F

 。从图 37 上我们可以看出，

 F R 这一项实际上衡量的是从 jx 到 jy 的距离，假设 ix 邻域的初始形态与当前形态

已经匹配上，则  F R 的值就可以近似的表示为  F R ，这样表示的好处是我

们可以移除其中的旋转矩阵R ，从而避免了额外的计算开销。根据这一发现，我们可以

将公式 111 中的能量密度函数转换为如下基于积分的形式 

=
2

dev isow E E d


   
 

  
 

 ɝ         (112) 

这里包含了两部分，其中 devE  表示的弹性能量密度的各向异性部分， isoE  则表示

的是各向同性部分， isoE  采用了类似弹簧的形式。 

 根据已知的能量密度函数，我们就可以推导出各点出的实际受力情况。首先对于各

向异性部分 devE  ，它相对于当前位置求偏导之后得出的力的形式为 

*
*

2 *

2
1

dev
dev

i i

E w
w




 
      
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 

X Y
T Y

y yX Y
       (113) 

图 37 近场动力学局部形变示意图 
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当邻域的区域较小且比较平滑时，我们可以得到
*
Y Y。根据这一近似，我们可以将公

式 113 进一步简化为以下的形式 

  *

2
 Di

2
r

dev w
 T Y X Y

X
         (114) 

这样表示的好处是它的计算可以分解为两部分，其中
*

DirY 对应的是非线性的部分，而Y

则是对应的线性部分，因而可以形成一个线性系统统一求解。 

 类似，从能量密度各向同性部分也可以到处如下形式的力 

 2
 Dir( )iso w

 T Y X Y
X

         (115) 

从以上公式的定义我们可以看出，公式 114 和公式 115 之间唯一的差别在于方向的选择

上，即公式 114 采用的是
*

Y 而 115 则是采用的Y 的方向。因此，直观上来讲，我们可以

将
iso

T 理解为法向应力，
dev

T 理解为切向应力。 

 隐式积分 

 基于上述应力的形式，我们可以将动量方程离散化成如下的形式 

 1 11 * 2( )
t tt

i ji i i j

j

h V  
     y y T T        (116) 

其中 *

iy 表示施加了除了弹性力以外的所有力之后得到的临时位置。隐式积分的求解我们

主要分为两个步骤。第一步我们先计算积分方程的非线性部分，即根据当前的位置信息

计算对应的
*

DirY 值。然后我们将该值代入公式 116，从而得到一个全局的线性方程组，

并通过迭代方法对线性方程组进行求解。从求解过程中我们可以看出，本文方法并不需

要通过采用奇异值分解来得提取形变的旋转矩阵，从而极大降低了每一个迭代步的计算

开销。此外，如果我们只考虑弹性材料，也就是在整个仿真过程中每一点的邻域是固定

的，那我们实际上可以进一步对线性方程组进行预计算，从而使得在实际迭代过程中不

用采用迭代法来求解大规模线性方程。 

 此外，为了保证我们方法可以处理极端大形变。受有限元法的启示[106, 107]，当形

变梯度F 的行列式小于 0 时，说明形状已经发生反转，因此我们通过置换F 的前两行来

进行修正，从而使得物体能回复到原来的形状。图 38 显示了这种简单的方法如何有效的
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帮助被挤压的兔子恢复到其初始的形态。 

 

图 38 Stanford bunny 从被压扁到完全恢复的过程 

另外，图 40 中，我们的方法的结果与其他方法进行了比较。实验表明基于弹簧系统

[55]的方法虽然仿真比较稳定，但是却有可能发生形状翻转而无法恢复。基于形状匹配

的方法[108]虽然可以处理形状翻转的问题，但是却无法正确产生泊松效应。而相比之下，

我们的方法既可以保证仿真的稳定性，同时也可以产生正确的泊松现象，从而使得模拟

的结果更加真实。 

 

图 39 弹簧系统模拟 Armadillo 产生的弹性形变效果 



70                                                基于非局部作用机理的物理仿真方法研究 

 

 

图 40 Shape Matching 方法模拟 Armadillo 产生的弹性形变效果 

 

图 41 本文方法模拟 Armadillo 产生的弹性形变效果 

 不仅如此，我们还可以很容易对本文方法进行拓展，从而用于建模不同维度的材料，

比如我们可以通过调节  的大小来模拟具有不同弯曲程度的布料，作为图 42 所示。 

 

图 42 本文方法可以模拟不用弯曲程度下的布料 

但是这里必须指出，如果我们仅仅采用一排粒子的话并无法建模扭转的效果。我们
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的解决方案是通过引入两排虚拟的粒子来实践，如图 43 所示。虚拟粒子与原始粒子在受

力上的处理方式完全一致，唯一不一样的地方在于虚拟粒子并不参与碰撞检测的处理。

当然这么处理的不足在于我们对弯曲和扭转的效果进行独立控制，所以当我们修改  或

者  时，弯曲和扭转的效果会一起发生改变。 

 
图 43 本文方法模拟绳子扭曲的效果。（左）粒子视图；（右）网格视图。 

 最后，我们将对隐式求解算法的收敛性进行分析。假设我们已知所采用的弹性模型，

那么现在问题是如何求解全局的线性方程组，以及求解线性方程组每一个迭代步的计算

开销是多少？基于以往对投射方法的研究，这里我们在单核 CPU 上测试了三种不同的策

略。第一种方法通过利用 Cholesky 因式分解对系数矩阵进行直接分解[53]，第二种方法

则是利用 Jacobi 迭代方法进行求解，第三种方法则是采用结合 Jacobi 迭代与 Chebyshev 

加速的方法来实现[105]。此外为了完整性，我们还进一步评估直接基于位置进行求解的

效率，也就是我们利用公式 116 预测得到的所有邻域粒子的位置进行加权平均去更新粒

子位置。比较误差的定义则通过计算非线性系统的残差来得到。图 44 表明在 CPU 上测

试时，方法一在收敛性上可以取得最好的效果。但是，我们知道对于塑性材料或流体的

模拟，由于其邻域在不断发生变化，因而无法通过预计算的方式事先就对系数矩阵进行

分解。所以对于这些材料就需要借助后两种方法。从测试中我们可以看出，Jacobi + 

Chebyshev 方法应该优于其他方法。所以我们选择它作为我们的弹性材料模拟中全局线

性方程组的默认求解算法。 
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图 44 不同方法收敛性比较 

5.4 塑性材料建模 

 接下来我们研究如何用基于非局部作用机理对塑性材料进行建模。我们已知现有的

方法[64, 109]在建模塑性材料时的一般策略是通过将形变梯度分解成塑性部分和弹性部

分的乘积，然后根据形变的情况随时更新相应的塑性张量。这种方法的不足在于当极端

形变发生时，塑性形变张量的形式可以并不唯一，从而导致仿真结果的不确定性[98]。

此外，它与本文之前采用的基于非局部作用的弹性模型也并不符。主要原因在于本文中

的弹性模型采用的是积分形式，而传统塑性模型用的是微分形式。为了解决这一矛盾，

我们的想法是当物体发生塑性形变时，我们直接更新邻域内所有粒子的初始位置，相当

于将塑性张量改变的量直接反应到初始形状中。假设  D Y RX表示物体在消除旋转影

响之后的位移态，我们首先将其分解为两部分 eD 和 pD ，即 e p D D D ， eD 表示弹性位

移部分，而 pD 则表示塑性位移部分，当延展发生时，我们将用 pD 直接更新形状的初始

状态，即 p X RX D 。接下来我们将重点考察延展发生的条件。 

  本文选择采用 Drucker-Prager 条件作为塑性形变发生延展的条件，即 

2 1J A BI            (117)  

1I 为应力张量的第一不变量， 2J 则表示偏应力张量的第二不变量， A B， 作为控制系数

一般可以表示为如下的形式 
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   

6 cos 2sin
,

3 3 sin 3 3 sin

c
A B

 

 
 

 
       (118) 

其中 c表示内聚力系数， 则表示摩擦角。接下来我们讨论如果利用该延展条件对发生

塑性形变之后的初始形状进行更新。 

 设 / 1e  Y X 表示相邻两个质点形变之后的伸长比，则我们可以将它分解为如下

的两部分 

,iso dev isoe w e d e e e   ɝ ɝ ɝ         (119) 

其中 isoe 表示各向同性的形变部分， deve 则表示非各向同性部分的形变。基于这一分解，

1I 和 2J 的值就可以通过以下的公式进行加计算 

1 2,iso dev devI e J e e d     ɝ ɝ ɝ        (120) 

然后我们就可以通过公式 117 中的条件判断材料是否发生延展，当延展发生时，我们就

需要对初始形状进行更新。更新过程中，我们需要首先计算如下两个参数 ,  分别表示

的各向同性位移以及各向异性位移部分发生塑性形变的程度，也就是说总的塑性位移量

可以表示为
deviso

p   D D D ，其中 iso
D 和

dev
D 表示的总位移态的各向同性部分和各向

异性部分，其计算方式如下 

, .
deviso isow d  D ɝD ɝ ɝ D D D        (121) 

从公式 121 中我们可以看出 ,  的取值范围为 , [0,1]   ，所以说塑性形变 pD 的量不可

能超过总形变D的量。当 2 1=J A BI 时，延展条件刚成立，此时 和  的值都应该是 0。

此外我们假设当 1 0A BI  时，塑性形变只发生在各向异性部分，即 =0 ；而当

1 0A BI  ，无论施加什么力延展条件都将成立，而  并不能取负值。基于所有这些假

设，我们可以得到 和  的计算方式如下 
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 

2 1

1

2

1

1

0, , if 0,

,

,1 , otherwise,

J A BI
A BI

J

A BI

BI

 

   
  

   
  
 
 

       (122) 

图 45 展示了我们的塑性模型在处理兔子模型碰撞之后发生塑性形变的有效性。 

 

图 45 兔子碰撞过程中产生的塑性形变 

5.5 均质粘弹性流体建模 

 本章方法也可以通过一定扩展用来模拟均质的粘弹性流体，如图 46 对蜂蜜的模拟。

而拓展的关键主要包含两部分，一部分主要针对均质流体的特性对仿真粒子进行重新的

排列，从而使得粒子的分布更加均匀；另一部分则是处理邻域的变化。 

 

图 46 本文方法对粘弹性流体的仿真 

 在保证粒子分布的均匀性方面，一种可能的方案是在每个仿真开始之前就对粒子分

布进行重新采样[110]。然而，这种方案在如何保证粒子重新分布之后保持质量守恒是一

个比较难以克服的问题。在 SPH 方法中，研究人员[16, 111]指出粒子的均匀分布可以通

过最小化
2

 来实现。基于这一理论，我们提出一种基于位置约束的方法来最大程度

的保证粒子分布的均匀性。首先，我们为每一个粒子引入一个如下约束： 
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2
0i iC               (123) 

我们的任务就是使得这一约束在每一点上都尽可能成立。其中的梯度我们用 SPH 方法对

其进行离散，即 i i ijj
m W   ，形函数采用 Spiky 函数[8]。基于[15]，我们就可以推

导得出每一个迭代步移动的距离如下 

2

i
i

l i

l

C

C





 
          (124) 

其中 是一个松弛数，主要用于保证除数是 0 的情况下程序的稳定性。 l iC 则可以表示

为如下形式 

, if ,
  

, if ,

i i i

l i

j i i

l i
C

l j

 

 

   
 

  



 

        ( 125) 

最后当我们已经计算了每一个粒子的更新距离 i 之后，我们就可以通过采用以下公式更

新每一个粒子的位置 

2

i j

i i i ij

j

W
 




  y y         (126) 

其中 我们会取 0~1 之间的常数。图 47 显示了不同的 对粘弹性流体运动特性的影响。 

当我们选取较大的 ，通过粒子重分布的方式可以更有效的保留精细的流体细节特征。

 

图 47 调解 对流体形态产生的影响 

 最后需要注意，当流体在运动过程中我们需要不断的对邻域内粒子进行更新，从而

也需要相应的对初始形态进行调整。当有新粒子进入到粒子 i 的初始邻域时，由于我们

并不清楚其相应的参考位置在哪里，但是我们可以根据 i 邻域内其他粒子的形变信息预
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测其位置。假设我们已知 i 的形变梯度为F ，则我们可以通过以下公式对其初始位置进行

估计： 

 
1 1
( ) ( * ) * ( )j i j i

 
   X ɝ F y y X Y Y Y y y        (127) 

但是这个方法的缺陷在于当F 是奇异的或者接近奇异时，它有可能将所有新邻域粒

子投影到一条线或者一个平面上。为了避免这种情况发生，我们对F 进行了奇异值分解，

并将特征根截取到[1 ,1 ]iso dev iso deve e e e    之内，然后再用F 去估计新的初始位置，

从而保证程序的稳定性。 

5.6 颗粒流建模 

 在建模颗粒流的过程中，我们需要根据颗粒流密度来动态计算 Lame 系数的大小。这

里我们根据沙粒的特性它们分成两部分，这里以 为例则可以表示为 f ck k   。其中 fk

表示摩擦系数， ck 则表示内聚力系数。在定义 fk 数值的时候，我们借鉴[64]的思路，从

而其形式可以表示为 

 0/ 1

0, if [ , ),
( )

0, otherwise,

fH

f
f

K e
k

 
 


  






        (128) 

其中 fH 表示一个固化系数。直观来说，公式 128 表示当颗粒密度小于 0 时，摩擦力就

会消失，这与我们已知的摩擦只有通过接触才能产生的认知是相符的。 

 而颗粒含有一定水分时，颗粒之间不仅具有摩擦力，同时还有由于水分子液桥力而

引起的吸引力[112]。但是目前对液桥力的精确建模依然还有一定困难，因此本文采用一

种经验公式来建立 ck 和密度  之间的关系。受指数型表面张力模型的启发[113]，我们定

义内聚力系数 ck 的形式如下 

 0

0

1 /

1 0

, if [ , ),

( ) , if [ , ),

0, otherwise.

c

c

H

c c

K

k K e
 

 

   


 


 



       (129) 

其中 cH 表示衰减系数。从定义中我们可以看出，颗粒密度大于 1 时，内聚力彻底消失。
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对于 cH 和 1 的定义，我们采用以下的形式 

1/2

0 1 0, (1 )cH H b              (130) 

其中 表示水分的饱和度，b 是一个缩放因子，我们通常直接设置其值为 1。下图演示了

不同饱和度的沙粒所展示的颗粒流形态。 

 

图 48 不同水分饱和度对沙子运动的影响 

 最后我们单独来考虑干沙子的模拟，尽管干沙子可以看作是水分饱和度为 0 的湿沙

子的一种特例，但是我们发现对于干沙子模拟可以通过一个简单的策略加快算法的求解

过程。首先我们在图 49（左）演示了如果不做任何处理时，即使我们迭代 100 次依然无

法得到满足沙堆效果，究其原因在于对于干沙子模拟，我们需要求一个 LCP 问题。为了

得到近似的模拟效果，我们在每一个迭代过程中都对以下公式进行检测 

   
2

1 * * *t t t

i i i i i i     y y y y y y          (131) 

假设公式成立时，我们粒子的位置设置为其上一个时刻的位置，即 1t t

i i

 y y 。我们发现这

一个技巧可以有效的加快算法的收敛过程，从而得到理想的干沙子流动效果。图 49（右）

展示的是我们仅仅迭代 5 次得到的效果。 

 

图 49 干沙子的仿真收敛性比较。（左）不做任何处理时的形态；（右）采用本文方法处理后的效果。 

 

此外通过调节摩擦系数的大小，我们也可以很容易调节沙堆的高度，如图 50 
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图 50 不同摩擦角参数下干沙堆的效果 

5.7 多介质耦合建模 

 这一节我们主要展示更多我们方法所能处理的仿真场景。作为一种统一模拟方法，

我们方法不仅可以处理单独的材质，如图 51 所展示大规模颗粒流的模拟以及图 52 所示

的不同形态的粘弹性流体的模拟。最重要的是，我们可以很方便的处理不同材质之间交

互或者相变，如图 53 展示了粘弹性流体和布料之间的交互作用，图 54 则展示了水体和

沙粒之间的交互。最后，作为一种统一的弹塑性建模方法，图 55 展示了弹性体和塑性体

仿真之间的自然切换。 

 

图 51 大规模湿沙堆模拟 
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图 52 不同弹性系数下黏弹性流体的模拟 

 

 
图 53 粘弹性流体与布料的耦合模拟 

 

 

图 54 流体与沙粒间的耦合模拟 
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图 55 裙子相变过程的模拟 

5.8 本章小结 

 本章主要研究了非局部作用机理在弹塑性材料统一仿真中的应用。为了保证弹塑性

材料在极端形变以及多维度几何特征条件下的稳定模拟，我们提出一种新的基于积分形

式的本构模型建模材料的弹性部分，并通过采用投影动力学方法直接对形变体的最终形

态进行求解。对于塑性部分，我们通过直接更新材料的初始形状的方式来避免奇异性的

发生。对于均质粘弹性流体，为了保证流体的均匀性，我们提出一种基于位置的矫正方

法来保证仿真粒子分布的均匀性。最后，为了统一建模颗粒流，我们提出一种动态计算

材料系数的方法，从而使得我们的方法可以同时模拟干湿沙粒。实验结果还进一步展示

了我们方法可以统一模拟多种材质交互的场景。 



 

 

第六章 物理仿真引擎统一框架的设计与实现 

6.1 总体框架 

 图 56 展示了统一物理引擎的总体框架。为了保证系统的高效性和兼容性，系统基于

CPU 和 GPU 混合结构来设计实现。系统核心部分主要包含六个主要组成部分，即如图 56

所示的 IWindow、IRender、ISimulation、IFile、IModel、IMemeory。下面来讨论一个

模块所对应的功能以及接口设计。 

IWindow 

Isimulation

IModule

CPU/GPU

IMemory

  

 Irenderer IFile 

 
 

图 56 系统实现总体框架 

 IWindow 作为 GUI 接口,其主要负责与底层的操作系统打交道。其类图如 57 所示 

IWindow

- vector <IRenderer * >

- ISimulation *

- vector <IFile * >

- AddRenderer ()
- AddFile ()
- SetSimulation ()

GlutWindow QtWindow
 

图 57 IWindow 接口设计与实现 

其具体实现则需要根据系统的支持情况来决定，目前主流的支持 OpenGL 图形接口窗口

系统较多，本系统实现了基于 Glut 和 Qt 共两个版本。 

 IRender 作为渲染模块，主要负责与底层的 OpenGL 打交道，其接口主要包含 Render
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函数用于执行渲染操作。而实现类则主要包括用于点渲染、线条渲染、面渲染、体绘制

等基本功能。 

IRender

- Render ()

PointRenderer MeshRendererLineRenderer VolumeRenderer
 

图 58 IRenderer 接口设计与实现 

  

IFile 为基础文件读写接口，主要功能包括模型文件、场景文件、图像、着色语言文

件等读写操作。 

IFile

- Read ()
- Write ()

XmlFile ......ObjFile BinaryFile
 

图 59 IFile 接口设计与实现 

  

ISimulation 是整个物理引擎的核心，其主要负责物理仿真算法的实现。其实现类主

要包含两个，其中 UnstructuredParticles 基于无结构粒子，主要用于流体的仿真；

StructuredParticles 继承自 UnstructuredParticles，主要用于弹塑性材料的模拟。 

ISimulation

- map<string , IModule * >
- map<string , IMemory * >

- AddModule ()
- AddBuffer ()
- TakeOneFrame ()

UnstructuredParticles

StructuredParticles
 

图 60 ISimulation 接口设计与实现 
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IModule 代表了功能独立的仿真算法，比如流体的不可压缩性求解、表面张力的计算、

弹性力的计算等等，通过将各算法独立封装，我们可以容易的根据材料的属性进行组合，

从而增加代码的可重用性，加快仿真算法的开发效率。 

IModule

- vector <string > m_ins

- vector <std :: string > m_outs

- SetInput ()
- SetOutput ()

ElasticityModule DensityConstraint

VelocityConstraint

PlasticityModule

SurfaceTension

PredictionModuleViscosityModule

 

图 61 IModule 接口设计与实现 

最后，IMemory 主要是会对底层数据结构的封装，由于本系统同时支持 CPU 和 GPU，

因此需要保证设计的底层数据结构能够同时支持 CPU 和 GPU，同时为了提高开发效率，

所有底层数据结构都采用 C++模板进行设计。 

IMemory

- Type ()
- Name ()
- DeviceType()

Variable Buffer1D Buffer2D Buffer3D
 

图 62 IMemroy 接口设计与实现 

 接下里我们就系统实现过程中的一些重要模块及实现细节进行介绍。 

6.2 有向距离场 

 有向距离场作为一种重要的工具，在场景初始化以及碰撞检测都方面都发挥着重要

的作用。其一般性的定义为 

 
 

 

, ,

, , c

d x x
f x

d x x

 
 

  
         (132) 

其中为封闭区域，为封闭区域的边界，  ,d x  衡量的是 x到边界的最短距离。根

据其定义，我们可以得出有向距离场的几条重要性质。 
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 （1）我们可以根据  f x 的符号来判断 x所处的位置，当   0f x  ，说明 x点处于

的内部。这一性质在对封闭几何模型进行离散化的时候非常有用，我们可以先对几何模

型生成其相应的距离场，然后根据距离场的值对其离散化从而得到相应的离子形式表示

的体模型。如图 63 展示了 Standard 兔子离散之前和离散之后的形态。 

 

图 63 Stanford bunny 离散前与离散后的形态展示 

（2）第二个重要性质是，当 x处于附近时，如图 64 所示，我们可以近似找到上

离 x处最近的点，即    f f x x x 。这一性质可以用于对粒子与碰撞物体发生穿透之后

修正其位置。此外由于  f x 是通过离散的形式预先存储在均匀网格上的，因而  f x 和

 f x 的查找和计算也都非常便捷和高效。 
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6.3 形函数 

 基于粒子的仿真需要用到大量形函数 ( )W x x ，为了保证仿真的精度和效率，形函

数的选取通常应满足以下三个条件： 

（1）正则化条件，即 

    
( ) 1W x x dx



  
 

（2）当光滑长度 h 趋于 0 的时候，核函数趋近于狄拉克函数 

    0
lim ( ) ( )
h

W x x x x


   
 

（3）紧致性 

    ( ) 0, | |W x x x x h    当  

对于 ( )W x x 函数不为 0 的区域通常称之为支撑域，当然在某些情况下条件（2）的

限制可以放宽。本文中用到较多的为如下形式的 B-样条函数 

图 64 有向距离场示意图 
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         (133) 

 

图 65 形函数示意图 

该形函数的优点是实现简单，且具有较好的稳定。当然，对于特定的情况，如我们

只考虑正压强时，我们可以设计特定形式的形函数来保证仿真的稳定性，比如[8]中所采

用的 Spiky函数。 

6.4 邻域表建立 

 在流体仿真过程中，由于流体的拓扑不会不断发生变化，因而我们需要对每一个仿

真步开始之前为每个粒子建立最近邻域粒子列表。由于本系统都采用固定质量的粒子，

因而我们可以采用如图 66 所示的均匀欧拉网格加速邻域的查过过程。其具体流程如下： 
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图 66 邻接表建立过程示意图 

（1） 根据粒子的分布构建背景网格，网格的间距等于粒子的支撑域半径 h ，同时

为每一个网格单元建立位移的标识，且分配一定数量的存储空间用于标记处

于该网格内部的粒子； 

（2） 根据粒子当前所处的位置计算其对应的网格单元，并将粒子的序号存入相应

网格单元的缓冲区； 

（3） 最后，根据粒子 i 所处的网格单元，计算该网格单元以及所有邻接网格单元内

的粒子 j 与当前粒子之间的距离，当距离小于 h 时，我们就将 j 存入 i 的邻域

表中。 

基于 C++的邻域表定义如下，其中 size 表示邻域的数量，并初始化为 0，ids 则表示

邻域的粒子的唯一标识符。另外在实现过程中，我们为了提高效率，通常指存储靠近中

心点最近的 N 个粒子。为了同时兼顾效率和精度，本系统实现过程中 N 一般取 30。 
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6.5 表面重构 

 由于目前渲染管线主要是基于三角网格进行，因而我们需要根据粒子分布生成其对

应的表面网格进行显示。因此，本文采用[114]中方法首先构建一个表面光滑的有向距离

场，如图 67 所示，其思想是先初始化两个有向距离场 min 和 max ， min 表示半径为 minr 的

球的并集（如图绿线所示）， max 则表示半径为 maxr 的并集（如图蓝线所示）。从图上的形

态可以看出，此时 min 和 max 的表面并不光滑，因而需要通过平滑操作得到最终的表面。

其可以通过求解以下形式能量的最优化解来得到。 

2 2 2 2 2 21

2
xx yy zz xy yz zxE dxdydz     


             (134) 

 

 

图 67 基于能量法距离场计算方法示意图 

class  NeighborList  

{  

public :  

NEO_HYBRID_FUNC NeighborList () { size  = 0; }  

NEO_HYBRID_FUNC ~NeighborList (){};  

 

NEO_HYBRID_FUNC int & operator[]  ( int  id ) { return  ids [ id ]; }  

NEO_HYBRID_FUNC int  operator[]  ( int  id ) const  { return  ids [ id ]; }  

public :  

int  size ;  

int  ids [ NEIGHBOR_SIZE];  

};  
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 在得到最优化解 之后，我们就可以利用 Marching Cubes 方法来得到三角网格

[115]。其中三维空间中每个网格单元对应的三角网格共有 15 种，如下图所示 

 

图 68 Marching Cubes 方法示意图 

 在得到表面网格之后，对于表面波，我们需要根据波动密度的大小对 Marching Cubes

得到的网格进行调整。如图 69，所示，假设虚线部分为得到的初始网格，则我们需要对

每个顶点沿其发现法向做调整，具体的调整公式如下 

i Iii
I I

Iii

rW

W




 

   
 
 




x n            (135) 

其中  是调解参数，用于控制表面波的震动幅度， In 为顶点的单位法向，

 
1

3( ) 3 / (4 )i i i ir m  则表示了粒子的半径。 

 

图 69 表面扰动过程示意图 

 最后我们可以利用OpenGL的渲染管线或者光线跟踪技术来渲染得到具有透明效果的

流体效果。 另外对于形变体，由于其拓扑结构是固定的，因此我们只在仿真开始的时候

构建一次表面网格，然后通过粒子与网格直接的位置关系进行匹配，最后在仿真过程会
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让网格跟随粒子一块运动。 

6.6 本章小结 

 本章主要讨论了如何基于非局部作用机理设计并实现统一的物理仿真引擎框架。我

们首先给出了框架的整体结构以及各个模块所对应的功能和接口。随后，我们详细讨论

了引擎设计过程中几个重要模块的实现细节，主要包括有向距离场的功能和定义、形函

数的选取、邻接表的建立方式以及表面重构过程中所采用的方法。



 

 

第七章 总结与展望 

7.1 本文总结 

 物理仿真作为图形学中一种重要的建模手段，已经展示出了其他方法所无可比拟的

优势。然而现有物理仿真技术主要基于连续介质力学，其在描述和建模现实世界中复杂

场景时存在诸多的问题和不足。为了拓展物理仿真技术的使用范围和建模能力，本文基

于非局部作用机理对传统连续介质力学进行了拓展，同时研究了如何基于非局部作用机

理进行流体仿真、弹塑性材料仿真等的统一建模和仿真。归纳起来，本文的内容和创新

点可以总结为以下三个方面： 

 （1）详细探讨了连续介质力学的理论基础及其在建模复杂场景时的局限性，并根据

连续介质力学中场、梯度、散度和旋度的定义在非局部作用机理的框架下重新阐述了非

局部框架下的场、梯度、散度和旋度的定义，揭示了它们背后的含义。同时，为了克服

连续介质力学中微分方程在建模运动控制方程中局限性，本文引入态的概念，并将连续

介质力学中应力张量、应变张量等只适用于描述连续介质的量拓展到同时适用于描述连

续和非连续介质的应力态和应变态，并将运动控制方程转换成了积分方程的形式。 

 （2）为了解决长期以来已知困扰传统 SPH 方法的拉伸不稳定性以及边界粒子缺失

等问题，我们利用变分法对流体的压强泊松方程进行了转换，并将其转换成了最优化问

题进行求解。同时我们提出半分析法用于解决边界粒子缺失的问题，从而保证在不增加

计算开销的前提下提升了仿真的计算精度。接下来，我们针对自由表面流中表面张力计

算不稳定精度差的问题，利用 Helmholtz 自由能提出了一种新的表面张力模型，保证即

使在稀疏采样的前提下依然可以得到稳定可靠的表面张力计算结果。最为，为了增强表

面细节，我们利用声波近似模拟了表面张力波的生成和传播的过程。 

 （3）为了保证弹性材料在极端形变以及多维度几何特征条件下的稳定模拟，我们提

出一种新的基于积分形式的本构模型建模材料的弹性部分。对于塑性部分，我们通过直

接更新材料的初始形状的方式来避免奇异性的发生。此外，为了保证均质流体内部的均

匀性，我们提出一种基于位置的矫正方法来保证仿真粒子分布的均匀性。最后，我们根

据颗粒流水分的饱和度以及颗粒密度提出一种动态计算材料系数的方法，从而使得我们

的方法可以用统一的方式模拟不同饱和度下的颗粒流。 
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7.2 未来展望 

 与连续介质力学相比，非局部作用机理的发展时间较短，目前其理论也存在诸多的

不完善，需要研究人员的不断努力来推动非局部作用机理的发展，具体主要体现在以下

几个方面： 

 （1）非局部作用机理的发展之初是为了拓展连续介质力学中的不足，这要求非局部

作用机理可以在解决连续介质力学不足的同时也能够保证其在建模连续介质时同样也能

够处理连续介质力学所擅长的问题。然而已知的研究表明，同样在建模连续介质时，非

连续介质力学和非局部作用机理并不等效。比如我们无法通过某一基于连续介质力学的

非线性本构模型推导出其对应的非局部作用形式。反之，假设我们已知基于非局部作用

机理的本构关系，我们很多时候也无法得出其对应的基于连续介质力学的版本。这就导

致连续介质力学邻域积累数百年的研究成果并无法应用于非局部作用机理中。 

 （2）非局部作用机理中关于“作用”的设计和建模缺乏理论指导，目前比较典型的

相互作用实际上是依据连续介质力学中的一些力学原理而推导出来的一些强相互作用，

至于这些作用的形式是否能真实的反应客观的物理现象实际上并不清楚。此外，假设我

们已知介质所展示出来的物理现象，我们又是否可以从现象到本质，利用诸如深度神经

网络等工具来反推得到介质的非局部作用模型。此外，当前作用发生区域依然只局限于

邻域内，对于相隔较远距离的区域，他们之间是否存在弱相互作用，以及弱相互作用该

如何建模等问题也需要再后期的研究中发展和完善。 

 （3）最后，由于非局部作用机理主要基于积分方程，其邻域的数量将直接决定仿真

计算的复杂性，因而需要我们研究如何通过粗化技术来提升仿真的效率。这实际上要求

我们深入挖掘非局部理论中相互作用的本质，能根据其直观的含义有针对性地对算法的

性能进行优化。 
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 十三年前，我选择了北京大学信息管理系。尽管目前有一种普遍的声音认为寒门难

再出贵子，然而北京大学信息管理系以其包容的姿态接纳了我这个大学之前甚至都没怎

么摸过电脑的孩子。大学的四年不仅让我快速融入到新环境中，也让我掌握了基本的学

习方法和工具，让我终生受益。特别感谢信息管理系陈文广老师、赵文老师、王军老师、

韩圣龙老师对我专业知识和生活上的指导和帮助，也要感谢杨扬、孙鹏飞、王培志在困

难中提供的帮助。 

 二十三年前，我选择了奥数。从此无数个日日夜夜，陈伟红老师像对待自己孩子一

样悉心教导我，培养我独立思考的能力，让我懂得任何微小成就达成的前提是专注。也

正是从那一年起，让我变的更加有自信，让我开始懂得如果用理性的思维去看待、探索

这个世界。也特别感谢杨仲安老师、梁新潮老师对我数学上的悉心辅导。 

三十二年前，我选择了地球，从此注定这世间会有两个人像天使一样无时无刻的守

护着我。忘不了，那年因为惊厥，我第一次看见父亲流泪；也忘不了，那年因为高中改

革，母亲为了凑一万元的赞助费四处奔波的艰辛和无奈。然而转瞬间，故乡只剩冬，再

无春夏秋，父母所熟悉的我只剩下手机听筒中传出的数字信号。此刻的父母，早已没有

了当年的风华正茂。有的是，父母打电话时一遍又一遍的关心和嘱托；有的是，母亲住

院期间见到我时的欣喜和离开时不舍的眼泪。有人说，陪伴就是最好的孝道。回想过去

这么多年，自己做的最少的恰恰是对父母的陪伴，内心的亏欠远非一句感谢所能弥补。 

生命还在继续，对未来的积分怎么算我并不清楚。我清楚的是，滴水之恩，当涌泉

相报。最后，借用高晓松的一句话自勉：“生活不止眼前的苟且，还有诗和远方的田野”。 


